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1 ف  ص  ل

ری  اض  ی م  ق  دم  ات



غ  ی  رخ  ط  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازي در درس ن  خ  س  ت  ی  ن 2

ری  اض  ی ری  زي ب  رن  ام  ه م  س  ائ  ل 1-1
ه  دف آن، در ک  ه اس  ت ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل ب  رن  ام  ه ری  زي، م  س  ائ  ل م  خ  ت  ل  ف ان  واع از ی  ک  ی
زی  ر ش  رای  ط ت  ح  ت را f(x۱, ..., xn) ت  اب  ع م  ق  دار ک  ه ط  وري ب  ه اس  ت x۱, ..., xn از م  ق  ادی  ري ی  اف  ت  ن

ک  ن  د. م  ی  ن  ی  م  م ی  ا م  اک  زی  م  م

gi(x۱, ..., xn)(≤=≥)bi ; i = ۱, ...,m (1-1)
xj ≥ ۰ ; j = ۱, ..., n

ک  ه م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه (م  ح  دودی  ت) ق  ی  د2 giه  ا از ه  رک  دام ب  ه و ه  دف1 ت  اب  ع f ت  اب  ع ب  ه
داراي ه  ا gi و f ت  واب  ع اگ  ر ک  ل  ی درح  ال  ت م  ی ب  اش  ن  د. Rn از اي زی  رم  ج  م  وع  ه (x۱, ..., xn) ∈ D

م  ی ش  ود. ت  ق  س  ی  م غ  ی  رخ  ط  ی و خ  ط  ی دس  ت  ه دو ب  ه م  رب  وط  ه ب  رن  ام  ه ری  زي ب  اش  ن  د، م  ش  خ  ص  ی خ  واص

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي 1-1-1
ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  ره  اي ب  رح  س  ب giه  ا ت  م  ام و f ت  اب  ع ک  ه م  ی ش  ود ف  رض ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن در

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه آن ک  ل  ی ش  ک  ل و م  ی ب  اش  ن  د خ  ط  ی

max ی  ا (min)Z =
n∑
j=۱

cjxj

S.t :

n∑
j=۱

aijxj(≤ = ≥)bi; i = ۱, ...,m

ن  ام (ف  ع  ال  ی  ت) ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  ره  اي ه  ا xj و ه  س  ت  ن  د ث  اب  ت  ی م  ق  ادی  ر cj و bi ،aij م  دل ای  ن در ک  ه
ب  ی  ان  گ  ر bi اگ  ر ک  ه م  ی ن  ام  ن  د امُ i م  ن  ب  ع ی  ا راس  ت س  م  ت م  ق  ادی  ر و ه  ا bi و ه  دف ت  اب  ع ض  رای  ب cj دارن  د،
ام j ف  ع  ال  ی  ت از واح  د ی  ک ان  ج  ام ب  راي ک  ه اس  ت امُ bi م  ن  ب  ع از م  ق  داري ب  ی  ان  گ  ر aij ب  اش  د، امُ i م  ن  ب  ع

ک  ن  د: ص  دق زی  ر ف  رض چ  ه  ار در ب  ای  د خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه ی  ک م  ی گ  ی  رد. ق  رار اس  ت  ف  اده م  ورد
ه  س  ت  ن  د ه  م  دی  گ  ر از م  س  ت  ق  ل ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  ره  اي ک  ه اس  ت ای  ن ب  ی  ان  گ  ر ف  رض ای  ن ت  ن  اس  ب: ف  رض ال  ف.
م  ق  داري ب  ا م  ت  ن  اس  ب ن  ی  ز ق  ی  د ه  ر وض  ع اس  ت م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  رات ب  ا م  ت  ن  اس  ب ه  دف ت  اب  ع ت  غ  ی  ی  ر آه  ن  گ و

م  ی گ  ی  رد. م  ص  رف م  ی گ  ی  رد م  ت  غ  ی  ر ک  ه
م  ت  غ  ی  ره  ا ب  ی  ن ری  اض  ی راب  ط  ه م  ح  دودی  ت ه  ا و ه  دف ت  اب  ع در ف  رض ای  ن ط  ب  ق ب  ن  دي: ج  م  ع ف  رض ب.

م  ی گ  ردد. ب  ی  ان ج  ب  ري ج  م  ع ص  ورت ب  ه
1Objective Function
2Constraint
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را پ  ی  وس  ت  ه م  ق  ادی  ر ف  ق  ط ت  ص  م  ی  م م  ت  ع  ی  ره  اي ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان ف  رض ای  ن پ  ذی  ري: ب  خ  ش ف  رض ج.
م  ی ک  ن  د. اخ  ت  ی  ار

ن  م  ی ت  وان  ن  د و ه  س  ت  ن  د م  ش  خ  ص و ث  اب  ت اع  داد cj و bi ،aij پ  ارم  ت  ره  اي م  ق  دار ب  ودن: م  ع  ی  ن ف  رض د.
ب  اش  ن  د. داش  ت  ه اح  ت  م  ال  ی ی  ا ت  ص  ادف  ی ح  ال  ت

م  س  أل  ه ش  ون  د، ن  ق  ض ه  رک  دام ی  ع  ن  ی م  ی گ  وی  ی  م خ  ط  ی ف  رض ه  اي را پ  ذی  ري ج  م  ع و ت  ن  اس  ب ه  اي ف  رض
ب  ود. خ  واه  د (NLP ) غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي

خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  دل ی  ک (ILP ) ص  ح  ی  ح اع  داد خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  دل ک  ه اس  ت ت  وج  ه ق  اب  ل
اس  ت. ش  ده ن  ق  ض پ  ذی  ري ب  خ  ش ف  رض آن در ک  ه اس  ت

ک  ه اس  ت خ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک م  ی  ن  ی  م  م س  ازي ی  ا س  ازي م  اک  زی  م  م ه  دف خ  ط  ی، ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل در
اول  ی  ن ب  راي ب  رن  ام  ه ری  زي از ن  وع ای  ن ح  ل م  ی ک  ن  د. ص  دق خ  ط  ی م  ح  دودی  ت ت  ع  دادي در آن م  ت  غ  ی  ره  اي
م  س  ائ  ل ح  ل ب  راي را روش  ی او گ  رف  ت. ص  ورت دن  ت  زی  گ3 ب ج  رج ت  وس  ط م  ی  لادي 1947 س  ال در ب  ار

ن  م  ود. اب  داع س  ی  م  پ  ل  ک  س ع  ن  وان ت  ح  ت خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي

غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي 2-1-1
و ش  ون  د م  ی ف  رم  ول ب  ن  دي غ  ی  رخ  ط  ی م  س  أل  ه ی  ک ق  ال  ب ت  ح  ت م  ه  ن  دس  ی و ع  ل  وم در م  س  ائ  ل از ب  س  ی  اري

ه  س  ت  ی  م. روب  رو غ  ی  رخ  ط  ی ه  اي م  دل ب  ا ن  ی  ز ان  س  ان  ی ع  ل  وم و اق  ت  ص  ادي م  س  ائ  ل از ب  س  ی  اري در ع  لاوه ب  ه
ع  ض  و ب  ه  ت  ری  ن ب  رگ  زی  دن ب  ه م  دی  ری  ت اق  ت  ص  اد، ری  اض  ی  ات، در ری  اض  ی ب  رن  ام  ه ری  زي ی  ا ری  اض  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازي
ب  ا ک  ه م  ی ش  ود ت  لاش ش  ک  ل س  اده ت  ری  ن در م  ی ک  ن  د. اش  اره ی  اف  ت  ن  ی دس  ت اع  ض  اي از م  ج  م  وع  ه ی  ک از
م  ق  دار ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ی  ک م  ق  دار م  ح  اس  ب  ه و دس  ت  ی  اب  ی ق  اب  ل م  ج  م  وع  ه ی  ک از داده ه  ا ن  ظ  ام م  ن  د گ  زی  ن  ش

آی  د. دس  ت ب  ه آن ک  م  ی  ن  ه و ب  ی  ش  ی  ن  ه
ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه از م  ن  ظ  ور و اس  ت 4 غ  ی  رخ  ط  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازي ب  ا م  ت  رادف غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي
ک  ه ه  دف) (ت  اب  ع چ  ن  دم  ت  غ  ی  ره ی  ا م  ت  غ  ی  ره ی  ک ری  اض  ی ت  اب  ع ی  ک ک  ردن م  ی  ن  ی  م  م ی  ا م  اک  زی  م  م غ  ی  رخ  ط  ی

ب  اش  د. م  ت  غ  ی  ره  ا ه  م  ان از ق  ی  ودي ی  ا م  ح  دودی  ت ه  ا ب  ا ه  م  راه اس  ت م  م  ک  ن
اس  ت. زی  ر ص  ورت ب  ه غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه ی  ک ک  ل  ی ف  رم

max(ی  اmin) f(x)

s.t :


gi(x) ≤ ۰ i = ۱, ۲, ...,m
hi(x) = ۰ i = ۱, ۲, ..., k
x ∈ Ω ⊂ Rn

3 G. B. Dantzig
4Nonlinear Optimization
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از ی  ک  ی ح  داق  ل ای  ن  ج  ا در ک  ه داری  م ت  وج  ه ه  س  ت  ن  د. x از م  ع  ل  وم ت  واب  ع hi(x) و gi(x) و f(x) ک  ه
غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه ی  ک در ب  ن  اب  رای  ن ه  س  ت  ن  د. غ  ی  رخ  ط  ی hi(x) ی  ا gi(x) ی  ا f(x) ت  واب  ع
ب  اش  ن  د. غ  ی  رخ  ط  ی آن  ه  ا ه  ردوي ی  ا و ه  دف ت  اب  ع ی  ا م  ح  دودی  ت ه  ا ب  ه م  رب  وط ت  واب  ع اس  ت م  م  ک  ن
ت  اب  ع ی  ک ک  ردن م  اک  زی  م  م ی  ا م  ی  ن  ی  م  م ه  دف و ب  اش  د م  ح  دودی  ت ف  اق  د م  س  أل  ه اس  ت م  م  ک  ن ه  م  چ  ن  ی  ن

ش  وی  م. روب  رو م  ح  دودی  ت ب  دون غ  ی  رخ  ط  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  أل  ه ی  ک ب  ا ی  ع  ن  ی اس  ت. غ  ی  رخ  ط  ی
ت  ذک  ر:

م  ح  دودی  ت م  س  أل  ه در اگ  ر زی  را اس  ت، (ق  ی  د) م  ح  دودی  ت داراي ه  م  واره خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه ی  ک
ی  ک ی  ع  ن  ی ای  ن و ( −∞ ی  ا +∞ ) اس  ت ب  ی ک  ران ه  م  واره خ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک ب  اش  د، ن  داش  ت  ه وج  ود
م  س  أل  ه ی  ک ول  ی ب  اش  د(م  ق  ی  د) ق  ی  د داراي ح  ت  م  اً ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی دار زم  ان  ی خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه
م  ح  دودی  ت داراي ه  م م  ی ت  وان  د ی  ع  ن  ی ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ح  ال  ت دو در م  ی ت  وان  د غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي
ح  ل دی  د خ  واه  ی  م ب  ع  داً ب  ع  لاوه (ن  ام  ق  ی  د). ب  اش  د ن  داش  ت  ه م  ح  دودی  ت  ی گ  ون  ه ه  ی  چ ای  ن  ک  ه ی  ا و ب  اش  د(م  ق  ی  د)

اس  ت. م  ق  ی  د م  س  أل  ه ح  ل ک  ل  ی  د ن  ام  ق  ی  د، م  س  أل  ه

غ  ی  رخ  ط  ی و خ  ط  ی ک  ارب  ردي م  س  أل  ه چ  ن  د م  دل س  ازي 2-1
م  س  أل  ه ی  ک ص  ورت ب  ه ک  ه م  ی پ  ردازی  م م  خ  ت  ل  ف ح  وزه ه  اي در م  س  أل  ه چ  ن  د م  دل س  ازي ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

ش  ون  د. م  ی ف  رم  ول ب  ن  دي ب  ه  ی  ن  ه س  ازي
اج  ن  اس ل  ی  س  ت ک  ن  د. خ  ری  داري خ  ود ف  روش  گ  اه ب  راي را اج  ن  اس  ی م  ی خ  واه  د ف  روش  ن  ده ی  ک .1-1 م  ث  ال
در ک  ن  ن  د، م  ی اش  غ  ال اج  ن  اس ک  ه ح  ج  م  ی ه  م  چ  ن  ی  ن و آن  ه  ا از ح  اص  ل س  ود و آن  ه  ا ق  ی  م  ت ه  م  راه ب  ه

اس  ت. ش  ده آورده 1-1 ج  دول
آن  ه  ا ح  ج  م و آن  ه  ا از ح  اص  ل س  ود و ق  ی  م  ت ه  م  راه ب  ه اج  ن  اس ل  ی  س  ت :1-1 ج  دول

واح  د ه  ر ح  ج  م واح  د ه  ر ف  روش س  ود واح  د ه  ر ق  ی  م  ت واح  د ک  الا ن  ام
۲۰ ۱۰ ۱۲۰ ک  ی  ل  و ش  ک  ر ۱
۴۰ ۲۵ ۳۵۰ ک  ی  ل  و اي ف  ل  ه پ  ن  ی  ر ۲
۵۲ ۲۷ ۴۱۰ ب  س  ت  ه اي ب  س  ت  ه پ  ن  ی  ر ۳
۴۵ ۲۰ ۴۵۰ ک  ی  ل  و ب  رن  ج ۴
۷۴ ۵۰ ۱۰۰۰ ب  س  ت  ه اي ب  س  ت  ه پ  اي ۵
۲ ۱۲۰ ۲۰۰۰ ب  س  ت  ه زع  ف  ران ۶
۹۰ ۳۰ ۲۳۰ ب  س  ت  ه ن  وش  اب  ه ۷

م  اک  زی  م  م اج  ن  اس ف  روش از ح  اص  ل س  ود ک  ه اس  ت ان  دازه اي ب  ه ف  وق اق  لام ت  ه  ی  ه ف  روش  ن  ده، ه  دف
ش  ود: گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ب  ای  د زی  ر م  وارد ض  م  ن در و ش  ود
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از ن  ب  ای  د ش  ده خ  ری  داري اق  لام ک  ل  ی  ه ه  زی  ن  ه ل  ذا و اس  ت ت  وم  ان ص  ده  زار ف  روش  ن  ده س  رم  ای  ه ال  ف)
ش  ود. ب  ی  ش  ت  ر ت  وم  ان ص  ده  زار

ب  اش  د. ب  ی  ش  ت  ر ک  ی  ل  و 30 از ن  ب  ای  د اي ف  ل  ه پ  ن  ی  ر ش  ده خ  ری  داري م  ق  دار ب  ه  داش  ت  ی، م  لاح  ظ  ات خ  اط  ر ب  ه ب)
ش  ود. ب  ی  ش  ت  ر 4000 از ن  ب  ای  د ش  ده خ  ری  داري ک  الاه  اي ح  ج  م ان  ب  ار، ف  ض  اي م  ح  دودی  ت ع  ل  ت ب  ه ج)

اب  ت  دا م  س  أل  ه ای  ن ح  ل ب  راي م  ی ب  اش  د. ب  ه  ی  ن  ه س  ازي س  اده ب  س  ی  ار م  س  أل  ه ی  ک ب  الا، در ش  ده م  ط  رح م  س  أل  ه
واح  د م  ق  دار را xi م  ت  غ  ی  ره  اي م  ن  ظ  ور ای  ن ب  راي ش  ود. اس  ت  خ  راج م  س  أل  ه ری  اض  ی م  دل اس  ت لازم
(ب  رح  س  ب وزن م  ق  دار x۲ ن  م  ون  ه ع  ن  وان ب  ه م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف امُ i ش  م  اره ک  الاي از ش  ده خ  ری  داري
م  ی ب  اش  ن  د. ش  ده خ  ری  داري پ  ن  ی  ر ب  س  ت  ه ه  اي ت  ع  داد x۳ و ش  ده خ  ری  داري اي ف  ل  ه پ  ن  ی  ر ک  ی  ل  وگ  رم)
ک  ه ح  ال  ی در ،x۲ ∈ [۰+∞) اس  ت ن  ام  ن  ف  ی ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ه  ر x۲ م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه ک  ه ش  ود ت  وج  ه
داش  ت  ه را ک  س  ري م  ق  دار ی  ک ن  م  ی ت  وان  د و م  ی ب  اش  د ص  ف  ر و ط  ب  ی  ع  ی اع  داد x۳ م  ت  غ  ی  ر دام  ن  ه
ت  ع  ری  ف را دام  ن  ه م  ی ت  وان م  ش  اب  ه ط  ور ب  ه ن  ی  ز دی  گ  ر م  ت  غ  ی  ره  اي م  ورد در .x۳ ∈ {۰, ۱, ۲, ب  اش  د{...
زی  ر ص  ورت ب  ه x۱, ..., x۷ م  ت  غ  ی  ره  اي از ت  اب  ع  ی ع  ن  وان ب  ه را س  ود م  ی ت  وان ه  ا، xi ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  رد.

ن  م  ود: ت  ع  ری  ف

f(x۱, ..., x۷) = ۱۰x۱ + ۲۵x۲ + ۲۷x۳ + ۲۰x۴ + ۵۰x۵ + ۱۲۰x۶ + ۳۰x۷

م  ورد م  س  أل  ه در (ج) ت  ا (ال  ف) م  ح  دودی  ت ه  اي گ  رف  ت  ن درن  ظ  ر ب  ا اس  ت. ب  الا ت  اب  ع ک  ردن م  اک  زی  م  م ه  دف
ک  رد: ب  ی  ان م  ی ت  وان زی  ر ص  ورت ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه را م  ح  دودی  ت ه  ا ای  ن م  ی ب  اش  د، ن  ظ  ر

۱۲۰x۱ + ۳۵۰x۲ + ۴۱۰x۳ + ۴۵۰x۴ + ۱۰۰۰x۵ + ۲۰۰۰x۶ + ۲۳۰x۷ ≤ ۱۰۰۰۰۰

x۲ ≤ ۳۰

۲۰x۱ + ۴۰x۲ + ۵۲x۳ + ۴۵x۴ + ۷۴x۵ + ۲x۶ + ۹۰x۷ ≤ ۴۰۰۰

م  ی ش  ود: م  دل زی  ر ص  ورت ب  ه ف  روش  ن  ده م  س  أل  ه ن  ه  ای  ت در

min f(x۱, ..., x۷) = ۱۰x۱ + ۲۵x۲ + ۲۷x۳ + ۲۰x۴ + ۵۰x۵ + ۱۲۰x۶ + ۳۰x۷

s.t


۱۲۰x۱ + ۳۵۰x۲ + ۴۱۰x۳ + ۴۵۰x۴ + ۱۰۰۰x۵ + ۲۰۰۰x۶ + ۲۳۰x۷ ≤ ۱۰۰۰۰۰
x۲ ≤ ۳۰
۲۰x۱ + ۴۰x۲ + ۵۲x۳ + ۴۵x۴ + ۷۴x۵ + ۲x۶ + ۹۰x۷ ≤ ۴۰۰۰
x۱, x۲, x۴ ∈ [۰,+∞) و x۳, x۴, x۵, x۶, x۷ ∈ {۰, ۱, ۲, ...}

م  س  أل  ه، چ  ون و اس  ت (ILP ) ع  ددص  ح  ی  ح ب  رن  ام  ه ری  زي خ  ط  ی از ن  م  ون  ه اي م  دل، ای  ن ک  ه داری  م ت  وج  ه
م  ی آی  د. ب  ه ش  م  ار غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي ب  ه ع  ن  وان م  ی ب  اش  د، ب  خ  ش پ  ذی  ري ش  رط ف  اق  د
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ق  ص  د ش  ه  ري ی  ک رادوی  ی ش  ب  ک  ه ی  ک م  خ  اب  رات  ی. دک  ل ی  ک م  ک  ان ی  اب  ی م  س  أل  ه .2-1 م  ث  ال
ارائ  ه ب  راي ده  د. گ  س  ت  رش ج  ن  وب  ی و ش  م  ال  ی ش  ه  ر چ  ه  ار ب  ه را خ  ود ه  اي ب  رن  ام  ه و خ  دم  ات ت  ا دارد
ب  ه را رادی  وی  ی ام  واج ک  ه دارد ن  ی  از ده  ن  ده ان  ت  ق  ال م  خ  اب  رات  ی دک  ل ی  ک ب  ه ش  ب  ک  ه ای  ن م  ن  اس  ب، خ  دم  ات
ج  دی  دي م  خ  اب  رات  ی دک  ل دارن  د. ق  رار ش  ه  ر چ  ه  ار ای  ن در ک  ه ب  رس  ان  د گ  ی  رن  ده اي ک  وچ  ک ت  ر دک  ل ه  اي
ب  ن  اب  رای  ن ک  ن  د. ارس  ال خ  وب  ی ب  ه ک  ی  ل  وم  ت  ري M ش  ع  اع ت  ا را ام  واج اس  ت ق  ادر ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ک  ه
ب  اش  د. داش  ت  ه ف  اص  ل  ه ک  ی  ل  وم  ت  ر M ح  داک  ث  ر ش  ه  ره  ا از ه  ری  ک ب  ا دک  ل ای  ن ن  ص  ب م  ح  ل اس  ت لازم

اس  ت: ش  ده داده ن  ش  ان 2-1 ج  دول در ش  ه  ر چ  ه  ار ای  ن م  وق  ع  ی  ت

چ  ه  ارش  ی  ر ج  غ  راف  ی  ای  ی م  وق  ع  ی  ت :2-1 ج  دول
۴ ۳ ۲ ۱ ش  ه  ر
۶۰ ۴۰ ۲۰ ۱۵ x

۳۵ ۱۵ ۳۵ ۵۰ y

ج  م  ع  ی ف  اص  ل  ه ک  م ت  ری  ن م  خ  اب  رات  ی، دک  ل ای  ن م  ح  ل ک  ه ک  ن  ی  م م  دل ط  وري را م  س  أل  ه ب  خ  واه  ی  م اگ  ر
م  ح  ل ف  اص  ل  ه ،x) از: ع  ب  ارت  ن  د م  س  أل  ه ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  ره  اي ب  اش  د، داش  ت  ه ش  ه  ر چ  ه  ار ای  ن از را م  م  ک  ن

ه  ا). x م  ح  ور ت  ا دک  ل ن  ص  ب م  ح  ل ف  اص  ل  ه ،y و ه  ا y م  ح  ور ت  ا دک  ل ن  ص  ب
از ج  دی  د دک  ل ن  ص  ب ن  ق  ط  ه ف  اص  ل  ه ک  ردن ک  م  ی  ن  ه ک  ه ای  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا ه  دف ت  اب  ع خ  ص  وص در ح  ال،

ن  وش  ت: م  ی ت  وان اس  ت م  دن  ظ  ر چ  ه  ارش  ه  ر

min z =
√
(۱۵− x)۲ + (۵۰− y)۲ +

√
(۲۰− x)۲ + (۳۵− y)۲

+
√

(۴۰− x)۲ + (۱۵− y)۲ +
√

(۶۰− x)۲ + (۳۵− y)۲

دک  ل ف  اص  ل  ه ت  رت  ی  ب ب  ه ب  ع  دي ع  ب  ارات و اول ش  ه  ر م  ح  ل از دک  ل ف  اص  ل  ه ه  دف، ت  اب  ع ع  ب  ارت ن  خ  س  ت  ی  ن
دک  ل م  س  أل  ه، ص  ورت ب  ه ت  وج  ه ب  ا ن  ی  ز م  ح  دودی  ت ه  ا م  ورد در اس  ت. چ  ه  ارم و دوم ش  ه  ره  اي م  ح  ل از
ک  ی  ل  وم  ت  ر M ح  داک  ث  ر ش  ه  ره  ا از ی  ک ه  ر ت  ا ن  ق  ط  ه آن ف  اص  ل  ه ک  ه ش  ود ن  ص  ب م  ح  ل  ی در ب  ای  د ج  دی  د

ن  وش  ت: م  ی ت  وان ب  ن  اب  رای  ن √ب  اش  د.
(۱۵− x)۲ + (۵۰− y)۲ ≤M√
(۲۰− x)۲ + (۳۵− y)۲ ≤M√
(۴۰− x)۲ + (۱۵− y)۲ ≤M√
(۶۰− x)۲ + (۳۵− y)۲ ≤M
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اس  ت. غ  ی  رخ  ط  ی م  س  أل  ه ای  ن پ  ی  داس  ت، م  س  أل  ه م  ح  دودی  ت ه  اي و ه  دف ت  اب  ع از ک  ه ه  م  ان ط  ور

ب  راي ت  ق  اض  ای  ی ه  رک  دام در ک  ه داری  م ک  الا ع  رض  ه م  ح  ل ی  ا ب  ازار n ک  ن  ی  د ف  رض .3-1 م  ث  ال
.(j = ۱, ۲, ..., n) ب  اش  د ب  ازار امُ  ی  ن j در ت  ق  اض  ا ،rj ک  ن  ی  د ف  رض دارد. وج  ود م  ش  خ  ص  ی ک  الاي
اس  ت. م  ش  خ  ص م  ی ده  ی  م ن  ش  ان j = ۱, ۲, ..., n ،(aj , bj) ب  ا ک  ه را ت  ق  اض  اه  ا ای  ن اس  ت  ق  رار م  ح  ل
ن  ب  وده م  ش  خ  ص ان  ب  اره  ا ای  ن م  ح  ل ط  وري ک  ه ب  ه ک  ن  ی  م. ب  رآورده ان  ب  ار m از را ت  ق  اض  اه  ا ای  ن م  ی خ  واه  ی  م
ه  دف ب  اش  د. ان  ب  اره  ا ای  ن ظ  رف  ی  ت ci ،i = ۱, ۲, ...,m ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. م  ع  ل  وم آن  ه  ا ظ  رف  ی  ت ول  ی
م  ق  دار ب  ه ن  س  ب  ت ف  واص  ل م  ج  م  وع و ش  ود ب  رآورده ت  ق  اض  ا ط  وري ک  ه ب  ه ان  ب  اره  اس  ت ای  ن م  ح  ل ت  ع  ی  ی  ن
م  س  أل  ه ی  ک ص  ورت ب  ه م  س  أل  ه ای  ن ف  رم  ول ب  ن  دي ب  راي ش  ود. م  ی  ن  ی  م  م ب  ازاره  ا م  ح  ل از ش  ده ح  م  ل
j ب  ازار ت  ا i ان  ب  ار ف  اص  ل  ه dij و ب  اش  د ان  ب  اره  ا م  ح  ل ۱ ≤ i ≤ m ،(xi, yi) ک  ن  ی  د ف  رض ب  ه  ی  ن  ه س  ازي،

ش  ود. ح  م  ل j م  ح  ل ب  ه i م  ح  ل از ب  ای  د ک  ه ب  اش  د ک  الای  ی م  ق  دار xij ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د.
ک  رد. ف  رم  ول ب  ن  دي زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را م  س  أل  ه ص  ورت ای  ن در

min
∑
i

∑
j

xijdij

s.t :


∑m

i=۱ xij = rj ت  ق  اض  ا م  ح  دودی  ت j = ۱, ۲, ..., n∑n
j=۱ xij ≤ cj ع  رض  ه م  ح  دودی  ت i = ۱, ۲, ...,m

xij ≥ ۰

درح  ال  ت دارد. ب  س  ت  گ  ی م  س  ی  ر ن  وع ب  ه ال  ب  ت  ه ک  ه ن  م  ود ت  ع  ی  ی  ن م  ی ت  وان م  ت  ع  دد روش ه  اي ب  ه را dij
ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل از م  ه  م  ی ن  وع ک  ه ن  ق  ل و ح  م  ل م  س  أل  ه ب  ه ب  اش  د، م  ش  خ  ص ان  ب  اره  ا م  ح  ل اگ  ر خ  اص،

م  ی ش  ود. ت  ب  دی  ل اس  ت، خ  ط  ی

م  ی  ن  ی  م  م س  ازي ه  دف ت  ق  اض  ا، و ع  رض  ه م  ی  زان ب  ودن م  ع  ل  وم ب  ا ن  ق  ل و ح  م  ل م  س  ائ  ل در .4-1 م  ث  ال
ک  ه اس  ت ای  ن ب  ر ف  رض م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن در اس  ت. م  ق  ص  ده  ا ب  ه م  ب  دأه  ا از ک  الاه  ا ن  ق  ل و ح  م  ل ه  زی  ن  ه
م  م  ک  ن ه  زی  ن  ه ه  ا ای  ن ع  م  ل در ول  ی ب  اش  د ث  اب  ت م  ع  ی  ن م  ق  ص  د ب  ه م  ب  دأ ه  ر از ک  الا واح  د ه  ر ح  م  ل ه  زی  ن  ه
x ح  م  ل ه  زی  ن  ه ن  ت  ی  ج  ه در و گ  ردد م  ن  ظ  ور ت  خ  ف  ی  ف ه  ای  ی ب  زرگ م  ح  م  ول  ه ه  اي ب  راي و ن  ب  وده ث  اب  ت اس  ت

ب  ود. خ  واه  د c(x) غ  ی  رخ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک ص  ورت ب  ه م  ح  ص  ول از واح  د
واح  د xij ح  م  ل ه  زی  ن  ه ی  ع  ن  ی ن  م  ای  د. ص  دق م  ق  ص  د و م  ب  دأ ه  ر م  ورد در ف  رض  ی چ  ن  ی  ن ک  ه ص  ورت  ی در
در ک  ه م  ی ش  ود م  دل س  ازي زی  ر ص  ورت ب  ه م  س  أل  ه آن  گ  اه ب  اش  د. cij(xij) ب  راب  ر j م  ق  ص  د ب  ه i م  ب  دأ از

اس  ت. غ  ی  رخ  ط  ی م  س  أل  ه، ه  دف ت  اب  ع آن

min
m∑
i

n∑
j

cij(xij)
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s.t :


∑n

j=۱ xij = si اس  ت i م  ب  دأ ع  رض  ه م  ق  دار si ۱ ≤ i ≤ m∑m
i=۱ xij ≤ cj اس  ت j م  ق  ص  د ت  ق  اض  اي م  ق  دار dj ۱ ≤ i ≤ m, ۱ ≤ j ≤ n

xij ≥ ۰

چ  ه  ار از م  ح  ص  ول ی  ک ت  ول  ی  دي). م  ح  ص  ول (م  اک  س  ی  م ت  ول  ی  د ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه .5-1 م  ث  ال
س  اخ  ت  ه اول  ی  ه م  اده ن  وع دو از B و A ق  ط  ع  ات م  ی ش  ود. ت  ول  ی  د B ق  ط  ع  ه س  ه و A ق  ط  ع  ه واح  د
B و A ق  ط  ع  ات ت  ول  ی  د در ک  ارگ  اه س  ه اس  ت. اخ  ت  ی  ار در واح  د ۴۰۰ و ۲۰۰ ی  ک ه  ر از ک  ه م  ی ش  ون  د
اول  ی  ه م  واد ب  ه ن  ی  از م  ی  زان 3-1 ج  دول دارن  د. ت  ول  ی  د ب  راي م  ت  ف  اوت  ی روش ی  ک ه  ر ک  ه دارن  د م  ش  ارک  ت
اگ  ر م  ی س  ازد. م  ش  خ  ص را B و A ق  ط  ع  ات از ی  ک ه  ر از ش  ده ت  ول  ی  د م  ق  ادی  ر و ت  ول  ی  د م  ق  دار ب  رح  س  ب

ت  ول  ی  د ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه اط  لاع  ات :3-1 ج  دول
ت  ول  ی  د ب  ار ه  ر در ورودي ت  ول  ی  د ب  ار ه  ر در خ  روج  ی ک  ارگ  اه

ن  وع2 اول  ی  ه م  اده ن  وع1 اول  ی  ه م  اده Bق  ط  ع  ه Aق  ط  ع  ه
۴ ۲ ۵ ۴ 1
۵ ۳ ۳ ۶ 2
۹ ۵ ۶ ۲ 3

ش  ک  ل ب  ه را م  ی ش  ود س  ود ش  دن ب  ی  ش  ی  ن  ه م  وج  ب ک  ه ک  ارگ  اه ه  ر ب  راي ت  ول  ی  د دوره  اي ت  ع  داد ب  خ  واه  ی  م
دوره  اي ت  ع  داد ت  رت  ی  ب ب  ه x۳ و x۲ ،x۱ ک  ه ک  رد ف  رض م  ی ت  وان ب  ن  وی  س  ی  م، ب  رن  ام  ه ری  اض  ی م  دل ی  ک
ه  ر ت  وس  ط ک  ه A ق  ط  ع  ه واح  ده  اي ک  ل ت  ع  داد ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د. ۳ و ۲ ،۱ ک  ارگ  اه ه  اي ب  راي ت  ول  ی  د
واح  ده  اي ک  ل ت  ع  داد و ۴x۱ + ۶x۲ + ۲x۳ ب  ا اس  ت ب  راب  ر م  ی ش  ون  د، ت  ول  ی  د (ک  ارگ  اه) ب  خ  ش س  ه
.۵x۱ + ۳x۲ + ۶x۳ ب  ا ب  ود خ  واه  د ب  راب  ر م  ی ش  ون  د، ت  ول  ی  د ک  ارگ  اه س  ه ه  ر ت  وس  ط ک  ه B ق  ط  ع  ه
ط  رف  ی از و اس  ت ن  ه  ای  ی م  ح  ص  ول ک  ل ت  ع  داد م  اک  زی  م  م س  ازي م  س  أل  ه ه  دف ای  ن  ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا اک  ن  ون
ل  ذا اس  ت، ش  ده ت  ش  ک  ی  ل B ق  ط  ع  ه واح  د س  ه و A ق  ط  ع  ه واح  د چ  ه  ار از ن  ه  ای  ی م  ح  ص  ول واح  د ه  ر چ  ون

ب  ا اس  ت ب  راب  ر ش  ده ت  ول  ی  د م  ح  ص  ول واح  ده  اي ک  ل ت  ع  داد

min

{
۴x۱ + ۶x۲ + ۲x۳

۴ ,
۵x۱ + ۳x۲ + ۶x۳

۳

}
ن  وش  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه را ه  دف ت  اب  ع م  ی ت  وان ن  ه  ای  ت در

max z = max

[
min

{
۴x۱ + ۶x۲ + ۲x۳

۴ ,
۵x۱ + ۳x۲ + ۶x۳

۳

}]
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ن  وش  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را 2 و 1 ن  وع اول  ی  ه م  اده خ  ص  وص در م  ت  ن  اظ  ر م  ح  دودی  ت ه  اي ه  م  چ  ن  ی  ن

۲x۱ + ۳x۲ + ۵x۳ ≤ ۲۰۰ (1 ن  وع اول  ی  ه (م  اده
۴x۱ + ۵x۲ + ۹x۳ ≤ ۴۰۰ (2 ن  وع اول  ی  ه (م  اده

م  ی  ش  ود م  وج  ب ک  ه ب  وده غ  ی  رخ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک م  س  أل  ه ای  ن ه  دف ت  اب  ع م  ی ش  ود، م  لاح  ظ  ه ک  ه ه  م  ان ط  ور
ش  ود. غ  ی  رخ  ط  ی ن  ی  ز م  س  أل  ه ک  ه

ص  رف  ه ب  ه م  ق  رون س  ف  ارش م  ی  زان ب  راي م  ح  اس  ب  ات اغ  ل  ب ان  ب  ارداري م  ق  دم  ات  ی ن  ظ  ری  ه در .6-1 م  ث  ال
ای  ن ان  ج  ام ب  راي ش  ود. ن  گ  ه  داري ان  ب  ار در و داده س  ف  ارش ب  ای  د ک  ه م  ق  داري ت  ع  ی  ی  ن ی  ع  ن  ی م  ی ش  ود ان  ج  ام
ت  ع  ی  ی  ن و ان  ب  ار در ج  زء ه  ر ن  گ  ه  داري ه  زی  ن  ه س  ف  ارش  ات، ای  ن ج  ای  گ  زی  ن  ی ه  زی  ن  ه ب  ررس  ی خ  واه  ان ک  ار
م  ی  زان ت  ع  ی  ی  ن ب  راي م  ح  اس  ب  ه اول  ی  ن م  ع  م  ول  ی ح  ال  ت در ه  س  ت  ی  م. ج  زء ه  ر ب  راي ان  ت  ظ  ار م  ورد ت  ق  اض  اي
ب  راي ب  ن  اب  رای  ن م  ی گ  ی  رد. ان  ج  ام ش  ود ن  گ  ه  داري ب  ای  د ان  ب  ار در ک  ه ج  زء ه  ر ص  رف  ه ب  ه م  ق  رون س  ف  ارش
س  ف  ارش  ی ان  دازه xj ک  ن  ی  د ف  رض ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود م  ح  دودی  ت  ی ب  ای  د ک  ل م  ت  وس  ط م  ق  دار ان  ب  ارک  ردن
ب  راي اس  ت. (CT ) ک  ل ه  زی  ن  ه ک  ردن م  ی  ن  ی  م  م ه  دف ،j = ۱, ۲, ..., nگ  ردد ت  ع  ی  ی  ن ب  ای  د ک  ه ب  اش  د
ج  زء ه  زی  ن  ه Vj jامُ، ج  زء ت  ق  اض  اي Dj س  ف  ارش، ج  ای  گ  زی  ن  ی ث  اب  ت ه  زی  ن  ه C ک  ن  ی  د ف  رض م  ن  ظ  ور، ای  ن
ب  اش  د. ان  ب  ار م  ت  وس  ط م  اک  زی  م  م م  ق  دار M و اس  ت ج  زء ه  ر ه  زی  ن  ه از درص  دي ک  ه ان  ب  ار ه  زی  ن  ه Ip jامُ،

،xj ≥ ۰ ب  راي ک  ه ط  وري ب  ه گ  ردد م  ی  ن  ی  م  م CT ک  ه آوری  م ب  دس  ت را xj از م  ق  ادی  ري م  ی خ  واه  ی  م
ک  رد: ف  رم  ول ب  ن  دي زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان را ب  ح  ث م  ورد م  س  أل  ه ب  ن  اب  رای  ن .∑n

j=۱
۱
۲Vjxj ≤M

min CT =

n∑
j=۱

[
CDj

xj
+
IpVjxj

۲

]

s.t :

{ ∑n
j=۱ Vjxj ≤M

xj ≥ ۰ , ۱ ≤ j ≤ n

ه  اي گ  زی  ن  ه ان  ت  خ  اب ج  ه  ت ام  روزه ق  ط  ع  ی. ب  ازده ب  ا گ  ذاري س  رم  ای  ه ت  رک  ی  ب ان  ت  خ  اب .7-1 م  ث  ال
ح  رف  ه اي م  دی  ران خ  دم  ت در م  ت  داول اب  زاري ب  ه ص  ورت ک  ام  پ  ی  وت  ري، م  دل ه  اي س  رم  ای  ه گ  ذاري م  ن  اس  ب
و گ  ذاري ه  ا س  رم  ای  ه ب  ازده  ی ع  ام  ل دو ب  ه گ  ذاران س  رم  ای  ه ک  ه آن  ج  ا از درآم  ده ان  د؛ س  ه  ام ب  ورس ه  اي
ت  ح  ت ک  ه ش  ود ان  ت  خ  اب ط  وري ب  ای  د گ  ذاري س  رم  ای  ه ت  رک  ی  ب ب  ن  اب  رای  ن م  ی ده  ن  د، اه  م  ی  ت ری  س  ک
ف  رض ب  اش  د. ب  رق  رار ب  ه  ی  ن  ه اي راب  ط  ه اس  ت آن م  ت  وج  ه ک  ه خ  ط  ري و س  رم  ای  ه ب  ازده ب  ی  ن م  وج  ود ش  رای  ط
س  ه  ام ت  ع  داد م  ع  رف xi ت  ص  م  ی  م م  ت  غ  ی  ر و اس  ت ب  ررس  ی ت  ح  ت م  خ  ت  ل  ف س  ه  ام ن  وع n خ  ری  د ک  ه ک  ن  ی  د
ب  ازده واری  ان  س و م  ی  ان  گ  ی  ن ت  خ  م  ی  ن ب  ی  ان  گ  ر ت  رت  ی  ب ب  ه σij و µi چ  ن  ان  چ  ه اس  ت، i ن  وع ان  ت  خ  اب  ی
j = ۱, ۲, ..., n و i = ۱, ۲, ..., n آن در ک  ه σij ص  ورت ای  ن در ب  اش  ن  د i ن  وع س  ه  ام از ع  دد ی  ک
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ب  ازده ک  ل V (x) و م  ی  ان  گ  ی  ن R(x) =∑n
i=۱ µixiR(x) م  ی ب  اش  د. ری  س  ک م  ی  زان م  ع  رف اس  ت،

را م  س  أل  ه ای  ن م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه V (x) =
∑n

i=۱
∑n

j=۱ σijxixj ب  ه ص  ورت گ  ذاري س  رم  ای  ه
ک  رد: م  دل س  ازي زی  ر ص  ورت ه  اي ب  ه م  ی ت  وان

ن  ک  ن  د: پ  ی  روي م  ع  ی  ن  ی ح  د از س  رم  ای  ه ب  ط  وری  ک  ه ری  س  ک ک  ردن م  ی  ن  م  م (ال  ف)

min
∑∑

σijxixj

s.t :


∑n

i=۱ xi = c∑n
i=۱ µixi ≥ R

xi ≥ ۰

ن  ک  ن  د: ت  ج  اوز ح  د م  ع  ی  ن  ی از ری  س  ک ک  ه ط  وري ب  ه ب  ازده  ی ن  م  ودن م  اک  زی  م  م (ب) و

max

n∑
i=۱

µixi

s.t :


∑n

i=۱ xi = c∑n
i=۱ σijxixj ≤ σ

xi ≥ ۰

ب  ه م  ی ک  ن  د، م  اک  زی  م  م را ب  ازده  ی ک  ه ط  وري ب  ه ه  دف ت  اب  ع در ری  س  ک ت  اث  ی  ر ب  ا را م  س  أل  ه ای  ن م  ی ت  وان
ک  ن  ی  م. م  دل س  ازي زی  ر ص  ورت

max

n∑
i=۱

µixi − β
n∑
i=۱

n∑
i=۱

σijxixj ی  ا max

n∑
i=۱

µixi − β
n∑
i=۱

n∑
i=۱

σijxixj

s.t :

{ ∑n
j=۱ pjxj ≤ c

xj ≥ ۰
s.t :

{ ∑n
i=۱ xi = c

xj ≥ ۰

ری  س  ک آن  گ  اه ب  اش  د، β = ۰ اگ  ر ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د. ت  ع  ی  ی  ن را م  س  أل  ه در ری  س  ک ت  اث  ی  ر م  ی  زان β پ  ارام  ت  ر
ب  ودن پ  ای  ی  ن زی  اد اه  م  ی  ت م  ع  ن  اي ب  ه ش  ود ان  ت  خ  اب ب  زرگ β اگ  ر و ن  م  ی ش  ود گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در اص  لاً

اس  ت. گ  ذاري س  رم  ای  ه ری  س  ک

ک  ن  ی  د ف  رض دارد. را گ  ذاري س  رم  ای  ه n ام  ک  ان ،B م  ی  زان ب  ه س  رم  ای  ه اي ب  ا ک  م  پ  ان  ی ی  ک .8-1 م  ث  ال
ه  ر در و .j = ۱, ۲, ..., nب  اش  د ح  ال  ت n ای  ن از ه  ری  ک در گ  ذاري س  رم  ای  ه م  ی  زان ده  ن  ده ن  ش  ان xj
ک  ن  ی  د ف  رض ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. م  ح  دود uj و lj م  ق  دار دو ب  ی  ن م  ج  از گ  ذاري س  رم  ای  ه م  ی  زان ح  ال  ت،
گ  ذاري س  رم  ای  ه م  ق  ادی  ر از غ  ی  رخ  ط  ی ت  اب  ع ی  ک ص  ورت ب  ه ک  ه ب  اش  د س  رم  ای  ه ب  رگ  ش  ت م  ق  دار rj(xj)
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س  رم  ای  ه ب  رگ  ش  ت  ی ه  اي ک  ل ک  ردن م  اک  زی  م  م ه  دف ب  ا ده  د، ن  ش  ان را ح  الات از ی  ک ه  ر در ش  ده
ن  م  ود. ف  رم  ول ب  ن  دي زی  ر ص  ورت ب  ه را م  س  أل  ه م  ی ت  وان

maxR =
n∑
j=۱

rj(xj)xj

s.t :

{ ∑n
j=۱ xj ≤ B

lj ≤ xj ≤ uj j = ۱, ۲, ..., n

م  ی ب  اش  د س  رم  ای  ه گ  ذاري پ  ی  ش  ن  ه  اد دو م  ق  اب  ل در ن  ق  د پ  ول ت  وم  ان ۵۰۰ داراي ت  اج  ر ی  ک .9-1 م  ث  ال
درص  د ۲۰ ب  ا ب  راب  ر ی  ک  م س  رم  ای  ه گ  ذاري از ان  ت  ظ  ار م  ورد و س  ال  ی  ان  ه ب  ه  ره م  ت  وس  ط ک  ه ب  ط  وري
اس  ت م  ای  ل م  زب  ور ت  اج  ر ب  ود. خ  واه  د درص  د ۱۶ ب  ا ب  راب  ر دوم س  رم  ای  ه گ  ذاري ب  راي م  ت  وس  ط ای  ن و
ع  ی  ن در و گ  ردی  ده م  م  ک  ن ب  ه  ره وري م  اک  زی  م  م داراي ک  ه ش  ود م  ت  ق  ب  ل ن  ح  وي ب  ه را س  رم  ای  ه گ  ذاري
ح  داق  ل ب  ه او ب  راي س  ال  ی  ان  ه) ب  ه  ره وري ه  اي م  ج  م  وع واری  ان  س (ی  ع  ن  ی گ  ذاري س  رم  ای  ه ری  س  ک ح  ال
ب  راي س  رم  ای  ه گ  ذاري م  ب  ل  غ ده  ن  ده ن  ش  ان ت  رت  ی  ب ب  ه x۲ و x۱ ک  ن  ی  د ف  رض ی  اب  د. ک  اه  ش م  م  ک  ن

از ع  ب  ارت  س  ت م  س  أل  ه ب  اش  ن  د. دوم و اول پ  ی  ش  ن  ه  اد

maxZ = ۲۰x۱ + ۱۶x۲ − β(وري ب  ه  ره م  ج  م  وع (واری  ان  س

s.t

{
x۱ + x۲ ≤ ۵۰۰
x۱, x۲ ≥ ۰.

ص  ورت ب  ه ه  دف ت  اب  ع ۲x۲۱ + x۲۲ + (x۱ + x۲)
۲ ب  ا ب  اش  د ب  راب  ر ب  ه  ره وري م  ج  م  وع واری  ان  س چ  ن  اچ  ه

اس  ت. ری  س  ک ب  ه دادن اه  م  ی  ت م  ی  زان ک  ن  ن  ده م  ش  خ  ص β در ک  ه م  ی ش  ود، ت  ب  دی  ل زی  ر

max Z = ۲۰x۱ + ۱۶x۲ − β(۲x۲۱ + x۲۲ + (x۱ + x۲)
۲)

ن  اه  م  وار زم  ی  ن ی  ک روي را اي ج  اده خ  واه  ی  م م  ی ک  ن  ی  د ف  رض ب  زرگ  راه. اح  داث .10-1 م  ث  ال
ش  دن) ج  اب  ج  ا (ی  ا اض  اف  ی ه  اي ل  ک  ه و خ  راب  ی م  ق  دار ب  ا م  ت  ن  اس  ب ج  اده س  اخ  ت ه  زی  ن  ه ک  ن  ی  م اح  داث
y(t) ه  م  چ  ن  ی  ن ب  اش  د. t ∈ [۰, T ] ن  ق  ط  ه در زم  ی  ن ارت  ف  اع C(t) و ج  اده ط  ول T ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت.
ک  ه داری  م ت  وج  ه م  ی ب  اش  د. م  ج  ه  ول ک  ه اس  ت، ن  ظ  ر م  ورد t ن  ق  ط  ه ه  ر در اح  داث دس  ت در ج  اده ارت  ف  اع
ن  ک  ن  د، ت  ج  اوز b۲ از ن  ی  ز ش  ی  ب ت  غ  ی  ی  رات و ک  ن  د ت  ج  اوز ن  ب  ای  د b۱ م  ان  ن  د م  ع  ی  ن  ی ح  د از ج  اده ش  ی  ب

م  ی ش  ود: م  دل س  ازي زی  ر ص  ورت ب  ه م  س  أل  ه ب  ن  اب  رای  ن .y(۰) = a و y(T ) = b ه  م  چ  ن  ی  ن

min

∫ T

۰
|y(t)− C(t)|dt
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s.t :


|y′(t)| ≤ b۱ t ∈ [۰, T ]
|y′′(t)| ≤ b۲ t ∈ [۰, T ]
y(۰) = a, y(t) = b

خ  اك ری  زي ب  ای  د ب  اش  د ک  م  ت  ر y(t) از c(t) اگ  ر و ب  رداري خ  اك ب  ای  د ب  اش  د، y(t) از ب  زرگ  ت  ر c(t) اگ  ر
را م  س  أل  ه آن  ک  ه ب  راي ح  ال ن  داری  م. خ  اك ری  زي ی  ا ب  رداري خ  اك ب  ه اح  ت  ی  اج c(t) = y(t) اگ  ر و ک  ن  ی  م
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ت  ق  ری  ب از پ  س ک  ن  ی  م ف  رض و زن  ی  م م  ی ت  ق  ری  ب را م  ش  ت  ق و ان  ت  گ  رال ک  ن  ی  م، ح  ل ب  ت  وان  ی  م
ش  ده ت  ق  س  ی  م ف  اص  ل  ه K ب  ه ج  اده ط  ول ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال ک  ن  ن  د. م  ی  ل y۲ و y۱ ب  ه ت  رت  ی  ب ب  ه y′ و y
ص  ورت ب  ه م  س  أل  ه ص  ورت ای  ن در م  ی گ  ی  ری  م. درن  ظ  ر 1 ب  راب  ر را ه  ا ف  اص  ل  ه ط  ول راح  ت  ی، ب  راي و ب  اش  د

م  ی ش  ود. م  دل س  ازي زی  ر

min

K∑
k=۱
|yk − Ck|

y۱,k − y۱,k−۱ = y۲,k−۱ k = ۱, ...,K
−b۱ ≤ y۲,k ≤ b۱ k = ۱, ...,K − ۱
−b۲ ≤ y۲,k − y۲,k−۱ ≤ b۲ k = ۱, ...,K − ۱
y۱,۰ = a, y۱,k = b

ه  زی  ن  ه و ت  ق  اض  ا ت  واب  ع ک  ه ب  ط  وري م  ی ن  م  ای  د ت  ول  ی  د ک  الا ن  وع دو ت  ول  ی  دي ش  رک  ت ی  ک .11-1 م  ث  ال
اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه آن  ه  ا ب  راي ت  ول  ی  د

x۱ = ۱۵۰۰− ۵P۱ اول ک  الاي از م  اه  ی  ان  ه ت  ق  اض  اي ت  اب  ع
x۲ = ۳۸۰۰− ۱۰P۲ دوم ک  الاي از م  اه  ی  ان  ه ت  ق  اض  اي ت  اب  ع
C۱ = ۲۰۰x۱ + ۰/۱x۲۱ اول ک  الاي ب  راي ت  ول  ی  د ک  ل ه  زی  ن  ه ت  اب  ع
C۲ = ۳۰۰x۲ + ۰/۱x۲۲ دوم ک  الاي ب  راي ت  ول  ی  د ک  ل ه  زی  ن  ه ت  اب  ع

آن گ  اه: ب  اش  د، ک  الا واح  د ۵۰۰۰۰ ب  ا ب  راب  ر ک  الا دو از ت  ول  ی  د ح  ج  م م  ج  ذورات م  ج  م  وع م  اک  زی  م  م چ  ن  ان  چ  ه

ک  الا دو ف  روش از ک  ل درآم  د = R = P۱x۱ + P۲x۲

= (۳۰۰− ۰/۲x۱)x۱ + (۳۸۰− ۰/۱x۲)x۲
ک  الا دو ف  روش از ح  اص  ل س  ودآوري م  ج  م  وع = R− (C۱ + C۲)

= ۱۰۰x۱ − ۰/۳x۲۱ + ۸۰x۲ − ۰/۲x۲۲
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از: ع  ب  ارت  س  ت م  س  أل  ه ب  ن  اب  رای  ن

maxP = ۱۰۰x۱ − ۰/۳x۲۱ + ۸۰x۲ − ۰/۲x۲۲

s.t :


x۲۱ + x۲۲ ≤ ۵۰۰۰۰
x۱ ≥ ۰
x۲ ≥ ۰

ن  ق  اط م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  م ف  رض پ  ش  ت  ی  ب  ان. ب  ردار م  اش  ی  ن ط  ب  ق  ه ب  ن  دي روش .12-1 م  ث  ال
ط  ب  ق  ه دو ب  ه را آن  ه  ا م  ی خ  واه  ی  م و داری  م اخ  ت  ی  ار در را {(x۱, c۱), (x۲, c۲), ..., (xn, cn)} داده
ه  م  ان واق  ع در ک  ه اس  ت ح  ق  ی  ق  ی اع  داد از ب  ع  دي p ب  ردار ی  ک xi ه  ر ک  ن  ی  م. ت  ف  ک  ی  ک ci = {−۱, ۱}

ه  س  ت  ن  د. اف  زار ن  رم رف  ت  ار ب  ی  ان  گ  ر م  ت  غ  ی  ره  اي
ی  ک از اس  ت ع  ب  ارت ک  ه ) اب  رس  ط  ح ی  ک س  اخ  ت  ن ب  ا ک  ه دارن  د س  ع  ی خ  ط  ی، ب  ن  دي ط  ب  ق  ه روش ه  اي
از ی  ک  ی ک  ه پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ردار م  اش  ی  ن ب  ن  دي ط  ب  ق  ه روش ک  ن  ن  د. ت  ف  ک  ی  ک ه  م از را داده ه  ا خ  ط  ی)، م  ع  ادل  ه
ف  اص  ل  ه5، ح  داک  ث  ر ب  ا ک  ه م  ی ک  ن  د پ  ی  دا را اب  رس  ط  ح  ی ب  ه  ت  ری  ن اس  ت، خ  ط  ی ط  ب  ق  ه ب  ن  دي روش ه  اي
ش  ک  ل در م  ط  ل  ب، ب  ه  ت  ر درك م  ن  ظ  ور ب  ه ک  ن  د. ت  ف  ک  ی  ک ه  م از را ط  ب  ق  ه دو ب  ه م  رب  وط داده ه  اي
ب  ردار م  اش  ی  ن روش ک  ه ش  ده داده ن  ش  ان ک  لاس دو ب  ه م  ت  ع  ل  ق داده م  ج  م  وع  ه ی  ک از ت  ص  وی  ري 1-1
ب  ع  دي دو داده ه  ا ش  ک  ل ای  ن در م  ی ک  ن  د. ان  ت  خ  اب آن  ه  ا ج  داس  ازي ب  راي را اب  رس  ط  ح ب  ه  ت  ری  ن پ  ش  ت  ی  ب  ان

ن  م  ون  ه ب  ن  دي ط  ب  ق  ه ب  راي ج  داک  ن  ن  ده م  رزه  اي ه  م  راه ب  ه ج  داک  ن  ن  ده م  رزِ ح  داک  ث  ر ب  ا اب  رس  ط  ح :1-1 ش  ک  ل
دارن  د. ن  ام پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  رداره  اي م  رزه  ا روي ب  ر گ  رف  ت  ه ق  رار ن  م  ون  ه ه  اي م  ت  ف  اوت. ط  ب  ق  ه دو ب  ه م  رب  وط داده ه  اي

اس  ت. ش  ده ت  ش  ک  ی  ل م  ت  غ  ی  ر دو از ت  ن  ه  ا داده ه  ر ی  ع  ن  ی ه  س  ت  ن  د
ده  ی  م. ش  رح ج  زئ  ی  ات ب  ا م  ث  ال ی  ک روي ب  ر را ج  داک  ن  ن  ده اب  رس  ط  ح س  اخ  ت ن  ح  وه م  ی خ  واه  ی  م ای  ن  ج  ا در

5maximum margin
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2-1 ش  ک  ل در پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  ردار م  اش  ی  ن ت  وس  ط ج  داک  ن  ن  ده اب  رس  ط  ح ت  ش  ک  ی  ل ن  ح  وه از دق  ی  ق  ی ت  ص  وی  ر
اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان

اس  ت. ج  داک  ن  ن  ده م  رز ح  داک  ث  ر ب  ا اب  رس  ط  ح ب  راي م  ب  دا از ع  رض b
ع  م  ودي ف  اص  ل  ه م  ی گ  ذرن  د. م  ب  دا از ک  ه ه  س  ت  ن  د اب  رس  ط  ح ه  ای  ی ت  ن  ه  ا پ  اس  خ ش  ود، ص  رف ن  ظ  ر b از اگ  ر
اس  ت ای  ن اص  ل  ی ای  ده م  ی آی  د. ب  دس  ت w ب  رط  ول bپ  ارام  ت  ر م  ق  دار ق  درم  ط  ل  ق ت  ق  س  ی  م ب  ا م  ب  دا ت  ا اب  رس  ط  ح
ن  ق  اط ب  ا را ف  اص  ل  ه ب  ی  ش  ت  ری  ن ک  ه اس  ت ج  داک  ن  ن  ده اي م  ن  ظ  ور، ش  ود. ان  ت  خ  اب م  ن  اس  ب ج  داک  ن  ن  ده ی  ک ک  ه
ط  ب  ق  ه دو ب  ه م  رب  وط ن  ق  اط ب  ا را م  رز ب  ی  ش  ت  ری  ن درواق  ع ج  واب ای  ن دارد. ط  ب  ق  ه دو ه  ر از ه  م  س  ای  ه
م  ی ک  ن  ن  د، ع  ب  ور ط  ب  ق  ه دو ن  ق  اط از ی  ک  ی از ح  داق  ل ک  ه م  وازي اب  رس  ط  ح دو ب  ا م  ی ت  وان  د و دارد م  خ  ت  ل  ف
م  وازي اب  رس  ط  ح دو ای  ن ری  اض  ی ف  رم  ول دارن  د. ن  ام پ  ش  ت  ی  ب  ان ب  رداره  اي ب  رداره  ا، ای  ن ش  ود. ک  ران دار

اس  ت: ش  ده داده ن  ش  ان (2) و ع  ب  ارات(1) در م  ی ده  ن  د ت  ش  ک  ی  ل را ج  داک  ن  ن  ده م  رز ک  ه

w.x+ b = +۱ (۱)

w.x+ b = −۱ (۲)

ب  ع  دي دو ف  ض  اي در داده ط  ب  ق  ه دو ب  ی  ن ج  داک  ن  ن  ده اب  رس  ط  ح س  اخ  ت ن  ح  وه :2-1 ش  ک  ل

ب  اش  ن  د، ت  ف  ک  ی  ک پ  ذی  ر خ  ط  ی ص  ورت ب  ه ت  ع  ل  ی  م  ی داده ه  اي اگ  ر ک  ه اس  ت ای  ن ت  وج  ه ق  اب  ل ن  ک  ت  ه
س  پ  س و ن  ب  اش  د آن  ه  ا ب  ی  ن داده اي ه  ی  چ ک  ه ک  رد ان  ت  خ  اب گ  ون  ه اي ب  ه را م  رزي اب  رس  ط  ح دو م  ی ت  وان
ای  ن ف  اص  ل  ه ه  ن  دس  ی، ق  ض  ای  اي ب  ک  ارگ  ی  ري ب  ا رس  ان  د. ح  داک  ث  ر ب  ه را م  وازي اب  رس  ط  ح دو ای  ن ب  ی  ن ف  اص  ل  ه
ق  رار از ب  ای  د ه  م  چ  ن  ی  ن رس  ان  د. ح  داق  ل ب  ه را ∥w∥ ب  ای  د پ  س ، ۲

∥w∥
از اس  ت ع  ب  ارت اب  رس  ط  ح دو

ب  ه ری  اض  ی م  ح  دودی  ت ی  ک ک  ار ای  ن ب  راي ک  رد، ج  ل  وگ  ی  ري م  رز درون ن  اح  ی  ه در داده ن  ق  اط گ  رف  ت  ن
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ک  ه م  ی ش  ود ح  اص  ل اطِ  م  ی  ن  ان زی  ر م  ح  دودی  ت ه  اي اع  م  ال ب  ا ،i ه  ر ب  راي م  ی ش  ود. اض  اف  ه ف  رم  ال ت  ع  ری  ف
ن  م  ی گ  ی  رد: ق  رار م  رز در ن  ق  ط  ه اي ه  ی  چ

w.xi + b ≥ +۱ اول ط  ب  ق  ه ب  ه م  رب  وط داده ه  اي ب  راي (۳)

w.xi − b ≤ −۱ دوم ط  ب  ق  ه ب  ه م  رب  وط داده ه  اي ب  راي (۴)

م  س  أل  ه ل  ذا داد. ن  ش  ان ci(w.xi + b) ≥ ۱ ص  ورت ب  ه ،۱ ≤ i ≤ n ب  راي را م  ح  دودی  ت ای  ن م  ی ت  وان
م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف ش  ک  ل ب  دی  ن ب  ه  ی  ن  ه س  ازي

min ∥w∥

s.t : ci(w.xi + b) ≥ ۱, ۱ ≤ i ≤ n

غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  أل  ه ب  ه  ی  ن  ه ج  واب 3-1
ک  رده ح  ل را غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل ه  م  ه ت  ن  ه  ای  ی ب  ه ب  ت  وان  د ک  ه ج  ام  ع  ی ال  گ  وری  ت  م ک  ه م  ی دان  ی  م
ح  ل خ  اط  ر ه  م  ی  ن ب  ه ن  دارد. وج  ود ب  ده  د، را آن از م  ن  اس  ب  ی ت  ق  ری  ب ی  ا و ب  رس  د ب  ه  ی  ن  ه6 ج  واب ب  ه و
ب  راي اس  ت. خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل از پ  ی  چ  ی  ده ت  ر ب  س  ی  ار ع  م  وم  اً غ  ی  ر خ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي م  س  ائ  ل
م  ی  ت  وان ال  گ  وری  ت  م ه  ا ای  ن ب  ا ک  ه ش  ده ان  د ارائ  ه م  ت  ع  ددي ال  گ  وری  ت  م ه  اي م  س  ائ  ل، ای  ن گ  ون  ه خ  اص ح  الات
اک  ث  ر ک  ه داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د رس  ی  د. ب  ه  ی  ن  ه) ن  زدی  ک (ی  ا ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ب  ه و ک  رده ح  ل را م  س  ائ  ل از ب  ع  ض  ی
اب  ت  دا ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ت  ع  ری  ف ب  راي م  ی ک  ن  ن  د. اس  ت  ف  اده س  ی  م  پ  ل  ک  س روش از ن  وع  ی ب  ه ن  ی  ز ه  ا ال  گ  وری  ت  م ای  ن
پ  ی  دا ب  ه (1-1) ک  ل  ی م  دل ح  ال  ت ای  ن در ب  اش  د. ق  ی  د7 ب  دون م  س  أل  ه ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را ح  ال  ت  ی
ن  وع دو ح  ال  ت ای  ن در م  ی ش  ود. م  ح  دود f(X) = f(x۱, ..., xn) ت  اب  ع (م  ی  ن  ی  م  م) م  اک  زی  م  م ک  ردن

ک  رد. ت  ع  ری  ف م  ی ت  وان (م  ی  ن  ی  م  م) م  اک  زی  م  م

ن  س  ب  ی اک  س  ت  رم  م 1-3-1
داراي x∗ ∈ D ن  ق  ط  ه در f ت  اب  ع گ  وی  ی  م ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را Rn در D دام  ن  ه ب  ا f ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع
ه  ر ازاي ب  ه ک  ه ب  ط  وري ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود δ > ح  ق  ی  ق  ی۰ ع  دد ه  رگ  اه اس  ت، ن  س  ب  ی م  اک  زی  م  م

دی  گ  ر: ع  ب  ارت  ی ب  ه .f(x∗) ≥ f(x) ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ||x− x∗|| < δ و x ∈ D

∀x (x ∈ D و ||x− x∗|| < δ ⇒ f(x∗) ≥ f(x))

6Optimal Solution
7Unconstraint
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f ت  اب  ع آن  گ  اه ش  ود ج  ای  گ  زی  ن f(x∗) > f(x) راب  ط  ه f(x∗) ≥ f(x)ب  ج  اي ب  الا ن  ام  س  اوي در اگ  ر
اس  ت. اک  ی  د8 ن  س  ب  ی م  اک  زی  م  م داراي x∗ ∈ D ن  ق  ط  ه در

x∗ ∈ D ن  ق  ط  ه در f ت  اب  ع گ  وی  ی  م ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را Rnدر D دام  ن  ه ب  ا f ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع ه  م  چ  ن  ی  ن
ه  ر ازاي ب  ه ک  ه ب  ط  وري ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود δ > ح  ق  ی  ق  ی۰ ع  دد ه  رگ  اه اس  ت، ن  س  ب  ی م  ی  ن  ی  م  م داراي

دی  گ  ر: ع  ب  ارت  ی f(x∗).ب  ه ≤ f(x) ب  اش  ی  م: داش  ت  ه ||x− x∗|| < δ و x ∈ D

∀x(x ∈ D و ||x− x∗|| < δ ⇒ f(x∗) ≤ f(x))

f ت  اب  ع آن  گ  اه ش  ود ج  ای  گ  زی  ن f(x∗) < f(x) راب  ط  ه f(x∗) ≤ f(x)ب  ج  اي ب  الا ن  ام  س  اوي در اگ  ر
اس  ت. اک  ی  د9 ن  س  ب  ی م  ی  ن  ی  م  م داراي x∗ ∈ D ن  ق  ط  ه در

م  ط  ل  ق اک  س  ت  رم  م 2-3-1
x ∈ D ه  ر ازاي ب  ه ه  رگ  اه اس  ت م  ط  ل  ق م  اک  زی  م  م ∗xداراي ∈ Dن  ق  ط  ه در f ح  ق  ی  ق  ی ت  اب  ع گ  وی  ی  م
f(x∗) ≥ f(x) راب  ط  ه ج  ای  گ  زی  ن f(x∗) > f(x) راب  ط  ه اگ  ر .f(x∗) ≥ f(x) ب  اش  ی  م: داش  ت  ه
ت  اب  ع گ  وی  ی  م ه  م  چ  ن  ی  ن، اس  ت. اک  ی  د م  ط  ل  ق م  اک  زی  م  م داراي x∗ ∈ D ن  ق  ط  ه در f ت  اب  ع آن  گ  اه ش  ود،
ب  اش  ی  م داش  ت  ه ،x ∈ D ه  ر ازاي ب  ه ه  رگ  اه اس  ت م  ط  ل  ق م  ی  ن  ی  م  م ∗xداراي ∈ Dن  ق  ط  ه در f ح  ق  ی  ق  ی
در f ت  اب  ع آن  گ  اه ش  ود، f(x∗) ≤ f(x) ج  ای  گ  زی  ن f(x∗) < f(x) راب  ط  ه اگ  ر .f(x∗) ≤ f(x)

اس  ت. اک  ی  د10 م  ط  ل  ق م  ی  ن  ی  م  م داراي x∗ ∈ D ن  ق  ط  ه

ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  ائ  ل ب  راي م  وض  ع  ی و س  راس  ري ب  ه  ی  ن  ه ش  دن  ی، ج  واب ه  اي 3-3-1
ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را زی  ر ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  أل  ه

min f(x۱, ..., xn) ه  دف ت  اب  ع

s.t :


gi(x۱, ..., xn) ≤ ۰ ن  ام  س  اوي ق  ی  ود
hi(x۱, ..., xn) = ۰ ت  س  اوي ق  ی  ود
x۱ ∈ D۱, ..., xn ∈ Dn اي دام  ن  ه ق  ی  ود

ن  ام  ی  ده م  س  أل  ه ب  راي ش  دن  ی ن  ق  ط  ه ی  ا 11 ش  دن  ی ج  واب ی  ک ،xi ∈ Di ک  ه x۱, ..., xn م  ت  غ  ی  ره  اي
ن  ق  اط ی  ا ش  دن  ی ه  اي ج  واب ت  م  ام  ی م  ج  م  وع  ه ک  ن  د. ص  دق م  س  أل  ه ق  ی  ود ت  م  ام  ی در ه  رگ  اه ش  ون  د، م  ی

8Strong Relative Maximum
9Strong Local Minimum

10Strict Global Minimum
11Feasible Solution
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ن  ش  ان Ω ب  ا را ش  دن  ی ن  اح  ی  ه م  ی ب  اش  د. م  وس  وم ش  دن  ی م  ج  م  وع  ه ی  ا 12 ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ب  ه ش  دن  ی
داری  م: و م  ی ده  ی  م

Ω = {x ∈ D|g(x) ≤ ۰, h(x) = ۰}

ش  دن ن  ش  دن  ی اس  ت. ن  ش  دن  ی م  س  أل  ه ک  ه گ  وی  ی  م آن  گ  اه ب  اش  د، ت  ه  ی Ω ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  أل  ه ی  ک در اگ  ر
ع  ض  و ب  ی ن  ه  ای  ت ب  ا م  ج  م  وع  ه ی  ک Ω ع  م  وم  اً م  ی ب  اش  د. م  س  أل  ه ق  ی  ود ب  ودن ن  اس  ازگ  ار ع  ل  ت ب  ه م  س  أل  ه ی  ک

ب  اش  د. ع  ض  و چ  ن  د ی  ا دو ی  ا ی  ک داراي ف  ق  ط Ω ک  ه دارد وج  ود ام  ک  ان ای  ن ال  ب  ت  ه م  ی ب  اش  د.
م  ی ب  اش  د Ω در ن  ق  اط  ی ی  ا ن  ق  ط  ه ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  أل  ه ب  راي ج  واب خ  لاص  ه ط  ور ب  ه ی  ا 13 ب  ه  ی  ن  ه ج  واب
ت  اب  ع م  ق  دار ب  ی  ش  ت  ری  ن ب  اش  د، م  اک  زی  م  م س  ازي م  س  أل  ه (چ  ن  ان  چ  ه ه  دف ت  اب  ع م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن داراي ک  ه
م  ی ن  ام  ی  م، م  س  أل  ه ب  راي ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ی  ک را x∗ ∈ Ω ت  ر دق  ی  ق ع  ب  ارت ب  ه م  ی ب  اش  د. Ω در ه  دف)

.f(x∗) ≤ f(x) ب  اش  ی  م داش  ت  ه x ∈ Ω ه  ر ازاي ب  ه ه  رگ  اه
14 اک  ی  د ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ی  ک را x∗ آن  گ  اه ب  اش  د، ب  رق  رار اک  ی  د ص  ورت ب  ه ن  ام  س  اوي ف  وق ع  ب  ارت در اگ  ر
گ  ردی  د. م  ق  ای  س  ه Ω اع  ض  اي ت  م  ام  ی ب  ا x∗ در f ت  اب  ع م  ق  دار ف  وق ت  ع  ری  ف در ک  ه ش  ود ت  وج  ه م  ی ن  ام  ی  م.
x∗ ل  ح  اظ ای  ن ب  ه اس  ت، ک  م  ت  ر ی  ا ن  اب  ی  ش  ت  ر Ω اع  ض  اي ت  م  ام  ی از x∗ در f ت  اب  ع م  ق  دار دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه
اص  لاً ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  أل  ه ی  ک اس  ت م  م  ک  ن م  ی ب  اش  د. م  وس  وم ن  ی  ز 15 س  راس  ري ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ب  ه

ب  اش  د. س  راس  ري ج  واب چ  ن  دی  ن داراي اس  ت م  م  ک  ن ی  ا و ب  اش  د ن  داش  ت  ه س  راس  ري ج  واب
ن  ی  ز م  ح  ل  ی ی  ا م  وض  ع  ی ب  ه  ی  ن  ه ه  اي ج  واب ب  ه م  وس  وم ج  واب  ه  ا از دی  گ  ري ن  وع ب  ه  ی  ن  ه س  ازي م  س  ائ  ل ب  راي
ج  واب ی  ک م  وض  ع  ی ج  واب خ  لاص  ه ط  ور ب  ه ی  ا 16 م  وض  ع  ی ب  ه  ی  ن  ه ج  واب م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در
ع  ب  ارت ب  ه .Ω ش  دن  ی ن  اح  ی  ه ک  ل در ن  ه و اس  ت ب  ه  ی  ن  ه خ  ود اط  راف در ن  اح  ی  ه ی  ک در ک  ه اس  ت ش  دن  ی
ه  ر ازاي ب  ه ک  ه ط  وري ب  ه ب  اش  د، م  وج  ود ε > ۰ ه  رگ  اه م  ی ن  ام  ی  م م  وض  ع  ی ج  واب ی  ک را x∗ ت  ر دق  ی  ق

.f(x∗) ≤ f(x) ب  اش  ی  م داش  ت  ه ب  اش  د، ε از ک  م  ت  ر x∗ از آن ف  اص  ل  ه ک  ه x ∈ Ω

ج  واب را م  وض  ع  ی ج  واب ب  اش  د، ق  رار ب  ر اک  ی  د ص  ورت ب  ه ف  وق ن  ام  س  اوي ک  ه ه  ن  گ  ام  ی م  ش  اب  ه، ط  ور ب  ه
ع  ک  س ول  ی م  ی ب  اش  د. م  وض  ع  ی ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ی  ک س  راس  ري ب  ه  ی  ن  ه ج  واب ه  ر ن  ام  ن  د. م  ی اک  ی  د م  وض  ع  ی
س  راس  ري م  ی  ن  ی  م  م ول  ی ب  اش  د داش  ت  ه م  وض  ع  ی م  ی  ن  ی  م  م م  س  أل  ه ی  ک اس  ت م  م  ک  ن ب  اش  د. ن  م  ی درس  ت آن

ب  اش  د. ن  داش  ت  ه
م  م  ک  ن ک  ه ح  الات  ی ب  ه  ی  ن  ه س  ازي، م  س  أل  ه ی  ک س  راس  ري ی  ا م  وض  ع  ی ج  واب م  ورد در ک  ه ش  ود ت  وج  ه

از: ع  ب  ارت  ن  د ب  ی  اف  ت  د، ات  ف  اق اس  ت
ج  واب ام  ا ب  اش  د ش  دن  ی (ب) ب  اش  د. ن  داش  ت  ه اي ب  ه  ی  ن  ه ج  واب اص  لا ب  ن  اب  رای  ن و ب  اش  د ن  ش  دن  ی (ال  ف)

12Feasible Region (set)
13Optimal Solution
14Strict Optimal Solution
15Global Optimal Solution
16Local Optimal Solution
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ب  اش  د. داش  ت  ه ج  واب م  ت  ن  اه  ی ت  ع  داد (د) ب  اش  د. داش  ت  ه ف  رد ب  ه م  ن  ح  ص  ر ج  واب ی  ک (ج) ب  اش  د. ن  داش  ت  ه
ب  اش  د. داش  ت  ه ج  واب ن  ه  ای  ت ب  ی (ه)

م  ی ن  ام  ن  د). 17 ک  وه  ان دار ت  اب  ع را ه  دف ت  اب  ع (ای  ن ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را زی  ر م  س  أل  ه .13-1 م  ث  ال

min x۲۱ (۴− ۲٫ ۱x۲۱ +
۱
۳x

۴
۱ ) + x۱x۲ + x۲۲(−۴+ ۴x۲۲)

ک  ه داری  م ت  وج  ه اس  ت. −۱ ≤ x۲ ≤ ۱ و −۲ ≤ x۱ ≤ ۲ م  ح  دودی  ت ه  اي داراي ک  ه ط  وري ب  ه
اس  ت: زی  ر م  ج  م  وع  ه ص  ورت ب  ه ج  واب ش  دن  ی ن  اح  ی  ه

Ω = {(x۱, x۲) : −۲ ≤ x۱ ≤ ۲,−۱ ≤ x۲ ≤ ۱}

ک  وه  ان دار ت  اب  ع ه  دف ت  اب  ع ب  ا غ  ی  رخ  ط  ی ب  رن  ام  ه ری  زي از م  ث  ال  ی :3-1 ش  ک  ل

م  ق  ادی  ر ب  ا ب  ه  ی  ن  ه ج  واب دو داراي م  س  أل  ه ای  ن م  ی ک  ن  ی  د، م  ش  اه  ده 3-1 ش  ک  ل در ک  ه ه  م  ان  ط  ور
ه  اي ف  ص  ل در م  س  ائ  ل ن  وع ای  ن ح  ل (روش ه  اي اس  ت. (−۰٫ ۰۸۹۸, ۰٫ ۷۱۷) و (۰٫ ۰۸۹۸,−۰٫ ۷۱۷)

ش  د). خ  واه  د ارائ  ه ب  ع  دي

م  ح  دب ه  اي م  ج  م  وع  ه 4-1
ن  ق  اط خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ص  ورت ب  ه را b (ب  ردار) ن  ق  ط  ه گ  وی  ی  م .14-1 ت  ع  ری  ف
داری  م: (i = ۱, ..., k) λi ∈ R ه  ر ب  راي ه  رگ  اه ن  وش  ت  ه ای  م، x۱, x۲, ..., xk (ب  رداره  اي)

17Humpback function
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ن  ق  اط خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ه  اي ت  م  ام م  ج  م  وع  ه b =∑n
j=۱ λjxj = λ۱x۱ + λ۲x۲ + ... + λkxk

گ  وی  ی  م. آن  ه  ا خ  ط  ی پ  وس  ت  ه را x۱, x۲, ..., xk (ب  رداره  اي)

λx ص  ورت ب  ه Rn در x م  ان  ن  د ن  ق  ط  ه ی  ک خ  ط  ی) (پ  وس  ت  ه خ  ط  ی ت  رک  ی  ب  ات ت  م  ام .15-1 م  ث  ال
اس  ت. م  ب  دأ و x ن  ق  ط  ه واص  ل خ  ط ه  ن  دس  ی ن  ظ  ر از و اس  ت ح  ق  ی  ق  ی ع  دد ی  ک λ ک  ه م  ی ب  اش  ن  د

ن  ق  ط  ه ی  ک خ  ط  ی پ  وس  ت  ه :4-1 ش  ک  ل

ص  ورت ب  ه R۲ ف  ض  اي در x۲ و x۱ ن  ق  ط  ه دو خ  ط  ی) (پ  وس  ت  ه خ  ط  ی ت  رک  ی  ب ه  اي ت  م  ام .16-1 م  ث  ال
و x۱ واص  ل خ  ط λ۱x۱ م  ی دان  ی  م و م  ی ب  اش  ن  د ح  ق  ی  ق  ی اع  دا λ۲ و λ۱ ک  ه م  ی ب  اش  د λ۱x۱ + λ۲x۲

ک  ه λ۱x۱ + λ۲x۲ آوردن ب  دس  ت ب  راي ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ب  دأ و x۲ واص  ل خ  ط λ۲x۲ و اس  ت م  ب  دأ
در ن  ق  ط  ه دو خ  ط  ی پ  وس  ت  ه 5-1 ش  ک  ل ک  ن  ی  م. ج  م  ع ب  اه  م را دوخ  ط ای  ن روي ن  ق  اط ب  ای  د λ۱, λ۲ ∈ R

م  ی ده  د. ن  ش  ان را R۲

R۲ در ن  ق  ط  ه دو خ  ط  ی پ  وس  ت  ه :5-1 ش  ک  ل

(ب  رداره  اي) ن  ق  اط آف  ی  ن  ی ت  رک  ی  ب ص  ورت ب  ه را b (ب  ردار) ن  ق  ط  ه گ  وی  ی  م .17-1 ت  ع  ری  ف
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داری  م: (i = ۱, ..., k) λi ∈ R ه  ر ب  راي ه  رگ  اه ای  م، ن  وش  ت  ه x۱, x۲, ..., xk

b =

n∑
j=۱

λjxj = λ۱x۱ + λ۲x۲ + ...+ λkxk

ن  ق  اط خ  ط  ی ه  اي ت  رک  ی  ب ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ب  اش  د. ب  رق  رار λ۱ + λ۲ + ...+ λk = ۱ ک  ه ط  وري ب  ه
گ  وی  ی  م. آن  ه  ا آف  ی  ن  ی پ  وس  ت  ه را x۱, x۲, ..., xk (ب  رداره  اي)

واص  ل خ  ط x۲ و x۱ ن  ق  اط آف  ی  ن  ی پ  وس  ت  ه اس  ت؛ ن  ق  ط  ه خ  ود ن  ق  ط  ه، ی  ک آف  ی  ن  ی پ  وس  ت  ه .18-1 م  ث  ال
آف  ی  ن  ی پ  وس  ت  ه اس  ت؛ R۲ ف  ض  اي ک  ل R۲ در x۳ و x۲ و x۱ ن  ق  اط آف  ی  ن  ی پ  وس  ت  ه اس  ت؛ ن  ق  ط  ه دو ای  ن

اس  ت. ن  ق  ط  ه س  ه ای  ن از گ  ذرن  ده ص  ف  ح  ه R۳ در x۳ و x۲ و x۱ ن  ق  اط

R۳ در ن  ق  ط  ه س  ه آف  ی  ن  ی پ  وس  ت  ه :6-1 ش  ک  ل

ت  رک  ی  ب ی  ک b ب  ردار ب  اش  ن  د، Rn ف  ض  اي در ب  ردار k ،x۱, x۲, ..., xk ک  ن  ی  د ف  رض .19-1 ت  ع  ری  ف
داری  م: (i = ۱, ..., k) λi ∈ R ه  ر ب  راي ه  رگ  اه اس  ت x۱, x۲, ..., xk ب  رداره  اي از م  ح  دب

b =

n∑
j=۱

λjxj = λ۱x۱ + λ۲x۲ + ...+ λkxk

ن  ق  اط م  ح  دب ت  رک  ی  ب ه  اي ت  م  ام م  ج  م  وع  ه ب  اش  ن  د. ∑k
i=۱ λi = ۱ و ن  ام  ن  ف  ی λjه  ا ک  ه ش  رط  ی ب  ه

گ  وی  ی  م. آن  ه  ا م  ح  دب پ  وس  ت  ه را x۱, x۲, ..., xk (ب  رداره  اي)
م  ی ش  ود ن  وش  ت  ه λx۱ + (۱− λ)x۲ ص  ورت ب  ه Rn در x۲ و x۱ ن  ق  اط م  ح  دب ت  رک  ی  ب .20-1 م  ث  ال
ب  ه ن  ق  ط  ه دو م  ح  دب ت  رک  ی  ب ه  ن  دس  ی ن  ظ  ر از و (λ۱ + λ۲ = ۱ پ  س λ۲ = ۱ − λ و λ۱ = λ)

م  ی ب  اش  د. ن  ق  ط  ه دو آن واص  ل خ  ط پ  اره ص  ورت
ت  رک  ی  ب ب  ه ص  ورت م  ی ت  وان را Rn در ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن خ  ط پ  اره روي ب  ر واق  ع ن  ق  ط  ه ه  ر .21-1 ق  ض  ی  ه
دو از م  ح  دب  ی ت  رک  ی  ب ح  س  ب ب  ر م  ی ت  وان  د ک  ه ن  ق  ط  ه ه  ر ب  ال  ع  ک  س و ک  رد ب  ی  ان ن  ق  ط  ه در آن م  ح  دب

دارد. ق  رار ن  ق  ط  ه دو آن ب  ی  ن واص  ل خ  ط پ  اره روي ب  ر ش  ود ب  ی  ان Rn در ن  ق  ط  ه
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خ  ط پ  اره روي ب  ر w ن  ق  ط  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض و م  ی ده  ی  م ن  م  ای  ش v و u ب  ا را دل  خ  واه ن  ق  ط  ه دو اث  ب  ات.
م  وازي u − v ت  وس  ط ش  ده ت  ع  ری  ف خ  ط ب  ا خ  ط پ  اره ای  ن ب  اش  د واق  ع v و u ن  ق  ط  ه دو ب  ی  ن واص  ل

م  ی ب  اش  د.

.v و u خ  ط  ی ت  رک  ی  ب :7-1 ش  ک  ل

ت  رک  ی  ب ی  ک ب  ه ص  ورت w ب  ن  اب  رای  ن .(۱− λ)v + λu = w ی  ا v + λ(u− v) = w پ  س
داری  م را w − v = λ(u− v) ی  ا w = (۱− λ)v + λu ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. v و u از م  ح  دب
ای  ن و م  ی ب  اش  د u− v ب  ردار از م  ث  ب  ت  ی م  ض  رب  ی w− v ب  ردار ب  ن  اب  رای  ن اس  ت؛ ۰ ≤ λ ≤ ۱ آن در ک  ه
در ب  ای  د w− v ب  ردار ب  اش  د. داش  ت  ه 8-1 ش  ک  ل در ش  ده رس  م ت  ص  وی  ر ن  ظ  ی  ر ت  ص  وی  ري ت  وان  د ن  م  ی ب  ردار
ب  ه v و w ب  ی  ن واص  ل خ  ط پ  اره و v و u ب  ی  ن واص  ل خ  ط پ  اره چ  ون ب  اش  د. م  ن  ط  ب  ق u− v ام  ت  داد
روي ب  ر ب  ای  د w پ  س م  ی ب  اش  ن  د. م  وازي w − v و u− v ت  وس  ط ش  ده ت  ع  ری  ف خ  ط ه  اي ب  ا ت  رت  ی  ب
■ ب  اش  د. داش  ت  ه ق  رار v و u ب  ی  ن واص  ل خ  ط پ  اره

.w − v و u− v ب  رداره  اي :8-1 ش  ک  ل

آن درون ن  ق  اط و x۳ و x۲ ،x۱ رئ  وس ب  ا م  ث  ل  ث  ی R۲ در x۳ و x۲ ،x۱ م  ح  دب پ  وس  ت  ه .22-1 م  ث  ال
اس  ت.

ب  ه ص  ورت م  ی  گ  ذرد ن  ق  اط ای  ن از ک  ه را خ  ط  ی ب  اش  ن  د، x۱, x۲ ∈ Rn ک  ن  ی  د ف  رض .23-1 ت  ع  ری  ف
م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف {x|x = (۱− λ)x۱ + λx۲ , λ ∈ R}


