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 :فصل اول 

 تعاریف و مفاهیم اولیه
 

 مقدمه ای در مفاهیم بقا

 ي كنيم.در اين بخش پارامترهاي اصلي را كه در مدل داده هاي بقا به كار مي روند بررسي م

، پيشرفت يك زماني تا بعضي پيشامدهاي معين مانند مرگ، ظاهر شدن تومور Xفرض كنيد

 بيماري، برگشت بيماري،  فرسودگي تجهيزات، توقف استعمال دخانيات، و غيره باشد.

را مي  Xاست.  توزيع  1يك متغير تصادفي نامنفي از يك جامعه همپراش Xبا دقت بيشتري

 ، مشخص كرد. تابعي كه در زير معرفي مي كنيم 4توان توسط 

 زنده بماند. x، احتمال اين است كه فردي بعد از زمان  2تابع بقا (1

است كه پيشامدي را در لحظه بعدي تجربه  x، شانس فردي در سن  3تابع نسبت بخت (2

 كند.

خ دادن پيشامدي در زمان)يا جرم احتمال(، احتمال غيرشرطي از ر 4تابع چگالي احتمال (3

x .است 

، ميانگين زمان تا پيشامد مطلوب است، به شرطي xدر زمان 5ميانگين طول عمر باقيمانده (4

 رخ نداده باشد)كه در اينجا مورد بحث قرار نمي گيرد(. xكه پيشامد در

ك از اين توابع مشخص باشند، سه تاي ديگر به طور يكتا تعيين مي شوند. در عمل اگر هر ي

 به كار مي روند. Xبراي تشريح مفاهيم مختلف توزيع  6تابع، همراه تابع بخت تجمعي 4اين 

                                                           
1 Homogeneous 
2Survival function  
3 Hazard rate function 
4 Probability density function 
5 Mean residual life 
6 Commulative hazard function 
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كار مي ب 1كميت اصلي كه براي توصيف پديده هاي زمان تا پيشامد  )تابع بقا(  1-1-1تعریف 

( xزنده بماند )تجربه پيشامد بعد زمان  xرود تابع بقا است . احتمال اين كه فردي بعد زمان 

 ، كه به صورت زير تعريف مي شود

   PrS x X x  

ر است. اگ دأ و صفر در بينهايتتوجه كنيد كه تابع بقا، تابعي غير صعودي با مقدار يك در مب

X  متغير تصادفي پيوسته باشد، پس S x .تابعي پيوسته و اكيداً نزولي است 

ي متغير تصادفي است، تابع بقا متمم تابع توزيع تجمعي است، يعني Xوقت

   S x F x 1  كه   PrF x X x  همچنين تابع بقا انتگرال تابع چگالي .

احتمال  f x است، يعني 

     Pr
x

S x X x f t dt


    

 بنابراين

 
 dS x

f x
dx

  

داريم. متغيرهاي تصادفي  متغير تصادفي گسسته است به تكنيكهاي مختلفي نياز Xوقتي 

اصله ها گسسته در تحليلهاي بقا بواسطه گردكردن اندازه ها، طبقه بندي زمانهاي شكست به ف

فرض كنيد  و يا زماني كه طول عمرها به تعداد درستي از واحدها ارجاع شوند، بوجود مي آيند.

,، jxمقادير Xكه ,...j 1 را با تابع جرم احتمال  2   j jP x P X x   بگيرد، كه

x x 1  به صورت زير داده مي شود X، تابع بقا براي متغير تصادفي گسسته  2

     Pr
j

j

x x

S x X x p x


    

 

 

                                                           
1 Time to event data 
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 خت به صورت زير تعريف مي شودنسبت ب)تابع بخت(  2-1-1تعریف 

 
 |

lim x

P x X x x X x
h x

x
 

   



0 

 متغير تصادفي پيوسته باشد، پس Xاگر 

 
 

 
 

f x
h x dLn S x

S x
      

يك كميت نسبي، تابع بخت تجمعي،  H x است كه به صورت زير تعريف مي شود 

     
x

H x h u du Ln S x     0 

 بنابراين براي طول عمرهاي پيوسته

(1-1-1)                                        exp exp
x

S x H x h u du         0 

 خلاصه ای از مقدمات

يان مي بدر زير  بعضي از تعاريف و لم هايي كه در بخشهاي بعد مورد استفاده قرار مي گيرند

 داريم. 

هاي mp..خانواده   ( 1محکم بودن) 1-2-1 تعریف , A    روي مجموعه انديسA 

محكم است اگر براي هر ي مفروض  0، فاصله متناهيI  وجود داشته باشد به طوري كه 

 

 inf    A I    1 

 

nXاگر    (1تسکیلم اسلا) 1-2-1لم  X،n a ،bn  ،ه ك هر سه در توزيعa 

nثابت هستند.آنگاه  bو n nX aX b    .در توزيع 
                                                           

1 Tightness 
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فرض كنيد    (2تابع كدلاگ) 2-2-1تعریف  ,D D 0 روي  xفضاي توابع حقيقي  1

 ,0  باشد كه از راست پيوسته اند و حد چپ دارند يعني  1

tبراي  (1 0 1  ،   lim
s t

x t x s


   وجود داشته باشد و   x t x t  

tبراي  (2 0 1  ،   lim
s t

x t x s


   وجود داشته باشد 

ناپيوستگي  tدر  xتوابعي كه اين خاصيت را دارند توابع كدلاگ ناميده مي شوند. گوييم تابع 

نوع اول دارد اگر  x t   و tx  وجود داشته اما متفاوت باشند و tx ار بين آنها قر

 .مي باشندنوع اول  ازگيرد. نا پيوستگي هاي تابع كدلاگ 

باشند. تابع  دو فضاي خطي روي  Yو  Xفرض كنيد    )عملگر خطی( 3-2-1تعریف 

YXT : از 3را يك عملگر خطيX ه بY  گوئيم هرگاه به ازاي هرyx,  و هر

 ,  داشته باشيم 

     T X Y T X T Y      

باشند داراي يك ميدان  Yو Xبايستي  باشد، دار معنيبالا بايد توجه داشت براي اينكه رابطه 

 باشد. يا  يعني ميدان هر دوي آنها 

همگرا باشد و  در احتمال به  nTاگر دنباله    (4نگاشت پیوستگی)قضیه  1-2-1 قضیه

   تابعي پيوسته در  آنگاه باشد nT  در احتمال به  .همگراست 

 5روش دلتا

 نتایج مهم و مثالها 

نظرباشد كه موجود است، اما كميت مورد  برآوردگري براي  nTفرض كنيد    براي

است. يك برآوردگر طبيعي  معلوم  تابع nT  است. حال خاصيتهاي مجانبي nT 

كنند؟ اولين نتيجه، نتيجه فوري از قضيه نگاشت پيروي مي nTچگونه از خاصيتهاي مجانبي 

                                                                                                                                                    
1 Slutskey lemma 
2 Cadlog function 
3 Operator linear 
4 Continuous mapping theorem 
5 Delta method 
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پيوسته باشد، پس  در  همگرا باشد و  در احتمال به  nTپيوستگي است. اگر دنباله 

 nT  در احتمال به   همگراست. اما علاقه اصلي ما، سوأل مشابهي در ارتباط با

است. در حالت خاص، اگر هاي حدي توزيع nTn  همگراي ضعيف به يك توزيع حدي

باشد، آيا اين براي     nn T    نيز درست است؟ اگر  مشخص باشد، پس جواب

 مثبت است. به طور غير معمول داريم

        n nn T n T        

T ،است. اگر براي متغير  در  مشتق  )(كه   TTn n  پس انتظار داريم ،

 كه

     ( )nn T T      

در حالت خاص اگر  nTn  به طور مجاني ,N  اريم كه باشد، پس انتظارد 20

     nTn  به طور مجانبي  ,N   
2 ترين در باشد، اين در اصول كلي 20

 شود.ثابت ميزير قضيه 

مقدار است، اما بيشتر بررسي آماره  -حقيقي nTدر پاراگراف قبلي،  nT  مورد نظر است كه

,صلي ساخته شده است. بنابراين حالتي كه از چندين آماره ا ,( , , )n n n kT T T برداري  1

mKكنيم كه مقدار است را بررسي مي IRIR : شده اي است كه حداقل در  تابع داده

مشخص است اگر نگاشت خطي  در كنيم كه تعريف شده باشد. يادآوري مي همسايگي 
mk IRIR  : وجود داشته باشد به طوري كه 

                       h h o h h        0 

نرم اقليدسي است. نگاشت  hهستند، و  mي به طوليهاها در اين معادله برداريهمه عبارت

خطي  hh   شود، چون نقطه مقابل مشتقات ناميده مي "مشتق كلي"بعضي اوقات

اين است كه مشتقات جزئي  جزئي. شرط كافي براي مشخص بودن   ij xx   در

در  .شتقات جزئي كافي نيست(پيوسته باشند )فقط وجود م وجود داشته و در همسايگي 

 . شودهر حالتي، مشتق كلي از مشتقات جزئي پيدا مي
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مشخص باشد، آن گاه به طور جزئي مشخص است، و نگاشت مشتق  اگر  hh  

 اي به صورت زير استماتريس چندگانه

 

   

   

1

m

k

m

k

x x

x x

 
 

 

 
 

  
  
 

  
 
  

   

1

1

1

 

 شود.مشخص پيوسته ناميده مي پيوسته باشد. آنگاه  روي  اگر وابستگي مشتق 

بهتر است فكر كنيم مانند نزديكي خطي  hh   به تابع     hh  ،است

نگاشتي خطي است. اگر  ،نقطه نسبت به مجموعه از مشتقات جزئي. بنابراين مشتق در 

تا نژانت تابع نيز  خط حقيقي باشد. )كه مشتق برداري افقي است(، پس مشتق، فضاي برد 

 شود.ناميده مي

 : توجه

است. درحالي  شود كه در اين جا نوشته مي )(مشتق در يك نقطه معمولاً به صورت 

كه    يك عدد است منظور دوم   مشخص كردن نگاشتي است كه به صورت

   hhh  شودتعريف مي. 

بنابراين در اصطلاحات حاضر، تابع مشتق معمول    نگاشتي است ازIR وي به ت

IRIRمجموعه نگاشتهاي خطي از   نه نگاشتي از ،IRIR  به طور ترسيمي، تقريب .

خوب    hh  ،  تا نژانت تابع  در  .است 

 اينجا روش دلتا در ابعاد بالاتري است.

mkرض كنيدف   1-3-1قضیه  IRIR :  نگاشتي اندازه پذير تعريف شده روي زير

بردارهاي تصادفي باشند و  nTمشخص است. فرض كنيد  باشد كه در kIRاي از مجموعه

 شند. با گيرند در دامنه مقاديري كه مي

اگر   TTr nn  براي اعداد nr پس      TTr nn   
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به علاوه تفاوت بين      nn Tr  و   
nn Tr .در احتمال به صفر همگراست 

 داريم تسكي، بوسيله لم اسلاnrوقتي  اثبات :

   n n n nT r r T T     1 0 0 

 كنيمرا به صورت زير تعريف مي gدر احتمال به صفر همگراست. تابع  nTبنابراين 

 

     
             

                                                  

h h
h

hg h

h

       


 




0

0 0

 

 اشت پيوستگي در صفر پيوسته است. بنابراين به وسيله قضيه نگ  ،gبا مشخص بودن 

  P

ng T  0 

 تسكي و قضيه نگاشت پيوستگي از اين رو باز بوسيله لم اسلا

  P

n n nr T g T T    0 0 

 در نتيجه 

         P

n n n n n nr T T r T g T            0 

چون ماتريس چند گانه پيوسته است، بوسيله قضيه نگاشت پيوستگي 

    TTr nn    گيريم كه دنباله تسكي، نتيجه ميلابالاخره با به كار بردن لم اس

     nn Tr .حد ضعيف مشابهي دارد 

حالت معمول اين است  nTn  به يك توزيع نرمال چند متغيره ,kN 

پس نتيجه اي از قضيه اين است كه دنباله  همگراست.     nTn يع در قانون به توز

( , ( ) )T

mN         .همگراست 
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,مشاهده  n واريانس نمونه از   واریانس نمونه((1-3-1 مثال ,nx x به صورت  1

( )
n

i

i

s n x x



 2 1 2

1

تواند به صورت شود، و ميتعريف مي  ,X X براي تابع  2

( , )x y y x   nرا به جاي  nبراي سادگي نشان (ته شود نوش 2 1  به كار

sفرض كنيد )بريممي اي از توزيعي است كه گشتاوراول تا چهارم،بر اساس نمونه 2

,, ,   4 3 2  ، متناهي هستند.1

 بوسيله قضيه حد مركزي چند متغيره

2

4

            
   , 

          

X
n N

X

   

    

          
          

                 

2
1 3 1 21

2
22

2 3 1 2 2

0

0
 

)در نقطه  نگاشت  , )T   1 مشخص است، با مشتق  2
, )( ( , )    

1 2 12 بنابراين اگر  1

)بردار  , )T T 1  آنگاه  داراي توزيع نرمال در نمايش آخر باشند، 2

    , ,   n X X T T       2
1 2 1 1 22 

تواند در زيع شده كه ميانگين صفر و واريانسي دارد كه ميمتغيير بعدي به صورت نرمال تو

, , 4  بيان شود.  1

در حالتي كه  1 ، واريانس 0  2
4 است. حالت كلي مي تواند به اين حالت القا شود، زيرا  2

s iiiهاي  مركزي با متغير iXكند اگر مشاهدات تغيير نمي 2 XY   .جايگزين شوند

kنويسيم مي iXبراي گشتاور مركزي 

ik YE  توجه كنيد كه ,S Y Y2 و  2

( , )   1 2  آوريمواريانس مشاهدات اصلي است، بدست مي 2

   ,n S N    2 2
2 4 20 

nتسكي، نتايج يكساني براي حالت نااريب در نظريه لم اسلا n S از واريانس نمونه برقرار  21

. براي اينكه  است n n n   1 1 0 
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 فرآیندهای وینر و گوسی مربوطه

 اطلاعی از فرآیند وینر

ه ذرات ميكروسكوپي معلق در يك مايع مشاهده كرد ك 1826در  1گياه شناس انگليسي براون

 3(. اينستين2تابع تماسهاي مولكولي دائمي هستند و حركات زيگراگي دارند )حركت براوني

توانند بوسيلة قوانين احتمال تحليل شوند. يكي از ( كشف كرد كه اين حركات مي1905)

كه يا مدل گام تواند بر حسب پرتاب سترين مدلها براي حركت براوني يك بعدي ميساده

در هر  .حركت كند اي روي خط حقيقي با شروع از مبدأتصادفي داده شود. فرض كنيد ذره

يك گام به راست يا يك گام به چپ حركت كند،  2/1با احتمال  تواندواحد زماني اين ذره مي

Xگوييم، پس مي iXاُمين گام ذره،-iفرض كنيد ا ين گامها مستقل باشند، به  1  ،X 2  ... ،

 متغيرهاي تصادفي مستقل هستند با 

( ) ( )p X p X     1 11 1 1 2 

n.....گام ذره در  nو بعد از  nS X X X   1 قرار دارد. بنابراين مسيرهاي بوجود آمدة  2

S 1،S كاملاً از حركت براوني تبعيت وقتي واحد زماني و گامها به اندازه كافي كوچك باشند ،...2

 .كنندمي

، يعني مقياس  كنددر مدل واقعي حركت برواني، ذره گامهاي آني را به راست يا چپ طي مي

رود، و طولهاي زماني پيوسته به جاي گسسته به كار مي
1iX گامهايي هستند كه به جاي ،

 اند.توزيع بالا به صورت نرمال توزيع شده

 تعریف و وجود فرآیند وینر

فرآيند تصادفي  ( ; ) ( );W t W t t   0 كه W  و ، , , p   يك فضاي

 شود اگرناميده مي 4فرآيند وينر  ،مي باشداحتمال 

) .أ ) ( ) ( , )W t W s N t s  0 همة  برايs t  0  و W 0 0   

                                                           
1 Brown 
2 Brownian motion 
3ٍ Einstein 
4 Winer process 


