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 چکیده:
 

 

آناليز در دروس خود با فضاهاي  -دانشجويان کارشناسي ارشد رياضي محض

کنند. براي درک بهتر قضايا و مطالب ري پيدا ميباناخ وهيلبرت آشنايي بيشت

ها، کمک بيشتري در زمينه اين هر چه بيشتر مثال ارائهمربوط به اين فضاها، 

نامه  شامل سه فصل است که در فصل اول کند.  اين پايانشناخت، مهيا مي

مي شود، در فصل ارائه تعاريف مقدماتي و مطالبي در خصوص  فضاي باناخ 

پردازيم، و در فصل سوم مطالبي  در مورد به معرفي فضاي هيلبرت ميدوم نيز 

هايي گفته شده و ها يا نکتهشود. در هر سه فصل قضيهمي ارائهجبرهاي باناخ 

هايي آورده سعي شده است  که گاه با حذف بعضي از شرايط از قضايا، مثال

 شود که به فهم بيشتر مطالب کمک کند.

 ناخ، فضاي هيلبرت، جبرباناخ، طيفکلمات کليدي: فضاي با
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 :فصل اول

 فضاي باناخ

 

باناخ را تعريف کرده و  فضاي ، دراين فصل پس از ارائه چند تعريف مقدماتي

کنيم پردازيم. فرض ميسپس  به بيان مطالبي در مورد اين دسته از فضاها مي

 باشد. اندازه آشنا ژيک و تعاريف مربوط به نظريهاننده با فضاهاي توپولوخو

  :. تعریف1. 1

:𝑑با تابعي چون  𝑋اي است مانند متريک مجموعه يک فضاي 𝑋 × 𝑋 → ℝ  

 باشد.  که داراي خواص زير مي ناميم(رامتر مي 𝑑)تابع  

𝑋  ،0در  𝑦و   𝑥هر ازايالف( به ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) < ∞ . 

,𝑑(𝑥ب(  𝑦) = 𝑥  راگفقطواگر  0 = 𝑦  . 

,𝑋،  𝑑(𝑥در  𝑦و  𝑥پ( به ازاي هر 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) . 

,𝑧 ت( به ازاي هر 𝑦, 𝑥  در𝑋   ،d(x, y) ≤ d(x, 𝑧) + d(z, y).   اين

 شود.خاصيت نامساوي مثلثي ناميده مي
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 :.  تعریف2. 1

نامند، هرگاه ي کوشي ميرا يک دنباله  𝑋 متريک در فضاي {𝑥𝑛}يدنباله

εر هازايبه > 𝑚که اگر  طوريبه باشد، 𝑁عددي طبيعي مانند  0 ≥

𝑁  , 𝑛 ≥ 𝑁گاه،  آن 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀. 

 :تعریف.  3 . 1

𝑥اي مانندهرگاه نقطه، را همگرا نامند 𝑋متريک  در فضاي  {𝑥𝑛}يدنباله  ∈

𝑋  .با خاصيت زير وجود داشته باشد 

𝜀هرازايبه > 𝑛کهطورياشد، بهب 𝑁عدد طبيعي چون  0 ≥ 𝑁 نامساوي 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 يايجاب کند. در اين صورت دنباله را {𝑥𝑛}  را همگرا به 𝑥 

 نويسيمو ميناميم مي

. lim𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝑥 

 :تعریف . 4. 1

 )تام( گويند.  1کوشي همگرا باشد را کامل يمتري که در آن هر دنباله فضاي

                                                           
1 .Complete 
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 هاي اقليدسي تام اند. ي فضايشرده و کليهتمام فضاهاي متري ف

,𝑑(𝑥گويا با متر  فضاي اعداد  𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  .يک فضاي غيرتام است 

 :تعریف. 5. 1

 ، 1نرمباشد، يک شبه (ℂ يا 𝑅 )، Fيک فضاي برداري روي ميدان  𝑋اگر 

:𝑃تابعي مثل 𝑋 → [0,  باشد:هاي زير است که داراي ويژگي ]∞

,𝑥 هرالف(براي 𝑦 ∈ 𝑋 مساوي مثلثينا𝑃(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑃(𝑥) + 𝑃(𝑦) 

 برقرار باشد.

𝑥ب( براي هر  ∈ 𝑋 و هر𝜖αF،  𝑃(𝛼𝑥) = |𝛼|𝑃(𝑥). 

𝑃(𝑥)  نامند، هرگاهرا يک نرم مي 𝑃نرم شبه = 𝑥 ايجاب کند0 = 0. 

.‖وسيله معمولاً نرم را به  گاهداراي يک نرم باشد، آن 𝑋دهند. اگر نمايش مي ‖

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥‖‖𝑦‖ روي  يک متر را𝑋 کند.تعريف مي 

 ميدان اعداد حقيقي يا مختلط است.  𝐹از اين به بعد منظور از 

 پردازيم.دار مينرم حال به بيان چند مثال در مورد فضاهاي

                                                           
1 .Seminorm 
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‖𝑥‖اعداد مختلط با  الف( = |𝑥| دار است.نرم يک فضاي 

𝑃براي  𝐿p(𝜇)ب( > (𝑓|𝑝 𝑑µ|∫)با نرم  1
1
𝑝 < دار نرم يک فضاي ∞

 .)خواهيد ديد  9. 1را در  تعريف اين فضا(است 

𝑋⨁1𝑌دار باشند. فضاي دو فضاي نرم X  و Yکنيد فرض ج( =

{(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌}  با جمع و ضرب اسکالر زير يک فضاي برداري

 است.

(𝑥1, 𝑦1) + (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2);  𝑥1, 𝑥2

∈ 𝑋, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌. 

𝛼(𝑥, 𝑦) = (𝛼𝑥, 𝛼𝑦);   𝛼𝜖𝐹, 𝑥𝜖𝑋, 𝑦𝜖𝑌.  

,𝑥)اگر براي هر  𝑦) ∈ 𝑋⨁1𝑌  قرار دهيم‖(𝑥, 𝑦)‖ = ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ ،

 خواهيم داشت. 𝑋⨁1𝑌 گاه يک نرم برآن

 اي در آناليز تابعي است. قضيه زير، قضيه بسيار شناخته شده
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 :ضیهق. 6. 1

البعد است هر  فضاي برداري نرم دار که  شامل يک گوي فشرده  باشد، متناهي

 در مثال زير از اين قضيه استفاده شده است. .([3])

 :مثال . 7. 1

 را با سوپريمم نرم در نظر بگيريد. در اين صورت 𝐶([0,1])فضاي  

{𝑓 ∈ 𝐶([0,1]): ‖𝑓‖ ≤ ,1}زيرا  نيست. فشرده  {1 𝑥, 𝑥2, يک   {  …

متناهي البعد نيست و بنابراين با  𝐶([0,1])پس . است  𝐶([0,1]) برايه پاي

 ( 6. 1) توجه به قضيه

 {𝑓 ∈ 𝐶([0,1]): ‖𝑓‖ ≤  فشرده نيست.   ،{1

 :تعریف . 8. 1

 کامل باشد ، ي نرمشوسيلهشده به دار که با متر تعريفنرم خطي يک فضاي 

 نامند. مي 1باناخ را يک فضاي

                                                           
1.Banach Space 
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 :مثال  .9. 1

,𝑋,m)کنيد فرض 𝜇) ويک فضاي اندازه باشد  

𝐿p(𝜇) = {𝑓: 𝑋
اندازه پذير
→     ℂ ∶  ∫|𝑓|𝑝 𝑑µ < ∞}. 

𝑓 اگر براي هر ∈ 𝐿𝑝(𝜇)  قرار دهيم ،‖𝑓‖ = (∫|𝑓|𝑝 𝑑µ)
1
𝑝 < ∞  ،

𝑃براي گاه آن > 1 ،𝐿𝑝(𝜇)  .هرگاه [(. 6)] يک فضاي باناخ است𝑋 = ℕ  و

µ گاه اندازه شمارشي باشد، آن𝐿p(𝜇)   را با𝑙𝑝 دهيم. در حقيقتنمايش مي 

𝑙𝑝 = {{𝑥𝑛} ∶    ∑  |𝑥𝑛|
𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

}. 

 :مثال . 10. 1

‖𝑥‖اعداد مختلط با   = |𝑥| باناخ مي باشد. يک فضاي 
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 :تعریف .11. 1

فضاي را يک زير 𝑌باشد.  𝑋دار نرم يک زيرفضاي بسته از فضاي 𝑌کنيد فرض 

باشد  داشته دوجو  𝑋از  𝑍 اي چون گاه زيرفضاي بستهناميم،  هرمي 𝑋  1متمم

𝑋که  =  𝑌⨁1𝑍. 

 :قضیه .12. 1

، ([6])متمم است.  فضايبسته يک زير فضايهيلبرت هر زير در يک فضاي

 هيلبرت را در فصل دوم خواهيد ديد. ( )تعريف فضاي

ارد که دبسته  فضايدهيم که يک زيرمي باناخ را ارائه مثالي از يک فضايحال 

 زيرفضاي متمم نيست. 

 :مثال. 13. 1 

∞𝑙فرض کنيد  = {{𝑥𝑛} ∶  𝑥𝑛 ∈ ℂ , 𝑐0 و   {{𝑥𝑛} کراندار =

{{𝑥𝑛} ∈ 𝑙
∞ |   𝑥𝑛 →  ∞𝑙زبسته ا فضاييک زير𝑐0  در اين صورت    {0

 [(.7)] نيستآن  متمم فضايزير، اما است

                                                           
1 . Complement Subspace 


